Образец решения заданий.

Задание  1. Динамическая система описывается уравнением 


с начальным условием




(т.е. при  должно быть  Найти решение уравнения и исследовать решение на устойчивость
 Запишем ДУ в виде

						   (а)
Это линейное уравнение первого порядка.


П е р в ы й  с п о с о б (с помощью характеристического уравнения).  Сначала нужно решить соответствующее однородное уравнение и найти , затем найти частное решение . Общее решение имеет вид



Чтобы найти , отбросим в (а) правую часть:

						   (б)
Составим характеристическое уравнение


из которого получаем


Поэтому решение однородного ДУ (б) таково:

				        (в)


Теперь посмотрим на правую часть в (а). Она равна  поэтому частное решение  ищем в похожем виде:

					    (г)





где числа   легко найти. Из (г) находим производную  и  подставляем   в (а):


или


отсюда




Из первого уравнения получим  из второго  Эти значения подставим в (г):


Значит, общее решение нашего уравнения (а) таково:



В т о р о й  с п о с о б. Искомую функцию  представим в виде

					         (д)


  можно найти, решив систему


Первое уравнение запишем так:


отделим переменные


и проинтегрируем


 
(постоянную интегрирования можно не писать). Отсюда

						 (е)
Это значение подставим во второе уравнение системы:


Преобразуем это выражение:




   
Применив метод частичного интегрирования, получим

				    (ё)
Подставив (е), (ё) в (д), получим то же общее решение:


Осталось проверить это решение на устойчивость. Запишем два одинаковых общих решения

						(ж)

				(з)
Запишем близкие друг другу начальные условия

							  (и)

				  (й)




где  из-за чего будет выполняться условие  Для отыскания  и  подставим (и) в (ж), а (й) в (з). Получим






Из первого уравнения найдём  из второго  Подставив эти значения в (ж), (з), будем иметть





При  получим

 

т.е. решение устойчиво. Однако если  то выражение


не стремится к нулю, а значит, решение не является асимптотически устойчивым.
Ответ: уравнение имеет решение


это решение устойчиво, но не является асимптотически устойчивым. ■




Перейдём к новой неизвестной функции  Тогда   Эти значения подставим в (а):

					  (е)




Воспользуемся тем, что  удовлетворяет уравнению (а):  Подставив это значение в (е), получим новое уравнение  В отличие от (а) для нового уравнения нулевая функция  является частным решением. 

Задание 2. Определить характер точки покоя динамической системы, заданной системой ДУ


 Приравняем правые части нулю,





Из этой системы уравнений находим   т.е. начало координат  является точкой покоя. Составим характеристическое уравнение:


Раскрыв определитель, получим квадратное уравнение


Его корни:




Корни получились комплексные и  Поэтому в соответствии с таблицей получаем ответ: точка покоя  является устойчивым фокусом. ■


Задание 3. Определить значения параметра   при которых точка покоя ДС, заданной системой ДУ


устойчива.
 Приравняем правые части нулю:


Из этой системы уравнений получим


 

т.е. начало координат  является точкой покоя.
Коэффициенты правой части исходной системы ДУ образуют матрицу




Эта матрица имеет след  (сумма диагональных элементов)  и определитель 
1) Асимптотическая устойчивость ДС будет в том случае, если


 т.е. при 

Отсюда  – при этом условии точка покоя ДС асимптотически устойчива.
2) Устойчивость, но не асимптотическая, будет в том случае, если


 т.е. при 


Отсюда при  и при  точка покоя ДС устойчива, но не асимптотически.
3) Случай



 т.е.  или 
невозможен.

Ответ: при  точка покоя асимптотически устойчива;


   при   точка покоя устойчива, но не асимптотически;
   в остальных случаях точка покоя неустойчива. ■

Задание 4. Динамическая система описывается системой уравнений


Исследовать на устойчивость по Ляпунову нулевое решение системы.
 Воспользуемся функцией Ляпунова


Её производная по времени равна




Значения  и  даны в условии задачи. Подставим их:


Преобразуем это выражение






По условию нас интересует поведение ДС вблизи нуля (т.е. при  ). При малых значениях   члены в скобках являются бесконечно малыми второго порядка малости, а за скобкой – члены более высокого порядка малости; значит, они малы по сравнению с членами в скобках и их можно отбросить:


Это выражение можно переписать так:





Видим, что  Это значит, что нулевое решение   устойчиво. ■

Задание 5. Динамическая система описывается системой уравнений 




Исследовать точку покоя   на устойчивость по первому приближению. 
 Выпишем правые части:




Находим их частные производные:


 


  
Составим уравнение


В нашем случае оно такое:


 или 
Раскроем определитель


 или 
Оба корня этого уравнения


вещественны и отрицательны. Следовательно, точка покоя асимптотически устойчива. ■
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