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Основы  аналитической механики
1 Принцип возможных перемещений

Возможными или виртуальными перемещениями называется совокупность бесконечно малых перемещений точек механической системы, разрешаемая всеми наложенными на систему связями. 

Линейные возможные перемещения (рис.1) изображаются на схемах в виде отрезков прямых, обозначаемых: 
[image: image1.wmf].
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Угловые возможные перемещения (рис.1)  обозначаются на схемах круговыми стрелками следующим образом:     
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При решении задач следует иметь в виду, что соотношения между линейными и угловыми возможными перемещениями такие же как между соответствующими скоростями: 
                   
[image: image3.wmf]OA

S

A

×

=

dj

d


Принцип возможных перемещений устанавливает в наиболее общем виде условия равновесия механической системы.

В соответствии с этим принципом для равновесия механической системы с идеальными связями необходимо и достаточно, чтобы сумма элементарных работ активных сил системы на возможных перемещениях точек их приложения была равна нулю:

      Рисунок 1                            
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Выражение (1) может быть представлено также в виде соотношения: 
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где 
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- активные силы системы,
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- возможные перемещения точек системы,
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- косинус угла между направлениями сил и перемещением точек их приложения.


Учитывая в (2), что возможные перемещения точек 
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 равны приращениям 
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 радиусов векторов 
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, проведенных в точки системы из произвольного центра, уравнение (60) приведем к виду:







[image: image12.wmf]å

d

×

i

F
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Введя в (3) значения 
[image: image14.wmf]i
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, выраженные через их проекции на оси декартовой системы координат, получим принцип возможных перемещений в форме основного уравнения статики:
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Так как возможное перемещение системы происходит за бесконечно малый промежуток времени 
[image: image17.wmf]t

, то точки системы будут перемещаться с возможными скоростями
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.Тогда разделив, например, уравнение суммы элементарных работ (3) на величину 
[image: image19.wmf]t

, получим форму записи принципа возможных перемещений в виде уравнения мощностей:
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Принцип возможных перемещений широко используется при решении задач механики. В частности, с его помощью достаточно просто решаются задачи о равновесии твердого тела, их систем и определении соотношений между величинами активных сил, приложенных к твердому телу.

Наиболее эффективно использование принципа возможных перемещений для определения реакций внешних связей составных конструкций. При этом искомая реакция связи может быть определена непосредственно из составленного уравнения в отличие от методов статики, требующих для вычисления данной реакции составления и последующего решения системы уравнений равновесия.

2 Общее уравнение динамики

Если к точкам механической системы, движущейся под действием приложенных к ней сил, применить принцип Даламбера, а к полученной уравновешенной системе сил применить принцип возможных перемещений, то получим общее уравнение динамики, различные формы записи которого имеют вид: 
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Из соотношений (6) следует, что в любой момент времени сумма элементарных работ всех задаваемых сил и сил инерции материальных точек несвободной механической системы с двусторонними идеальными связями на любом возможном перемещении точек системы равна нулю.
3 Обобщенные координаты и обобщенные силы

механической системы

Обобщенными координатами механической системы  
[image: image26.wmf]s
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называются независимые величины, заданием которых однозначно определяется положение точек системы в пространстве. 

При этом для механических систем с голономными связями количество обобщенных координат равно количеству степеней свободы системы.

Производная от обобщенной координаты по времени 
[image: image27.wmf]s
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 называется обобщенной скоростью.

Обобщенной силой системы с одной степенью свободы называется скалярная величина, определяемая из соотношения 
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где  
[image: image29.wmf]Q

 - обобщенная сила системы;
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- сумма элементарных работ на возможном перемещении 

     системы;

         
[image: image31.wmf]q
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- приращение обобщенной координаты.

Если в системе действуют только консервативные силы (силы тяжести, силы упругости, силы притяжения ), то ее обобщенная сила определяется из соотношения
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где П – потенциальная энергия системы. 

Размерность обобщенной силы зависит от размерности выбранной обобщенной координаты. Если обобщенная координата является линейной (
[image: image33.wmf]s
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, м), то размерность обобщенной силы – Н, при угловой обобщенной координате (
[image: image34.wmf]dj

,рад) обобщенная сила получает размерность момента –Нм.

4 Равновесие механической системы

в обобщенных силах

Механическая система с одной степенью свободы находится в равновесии, если ее обобщенная сила равна нулю: 
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Если действующие в системе силы консервативны, то  выполняется условие  
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, то есть в положении равновесия системы ее потенциальная энергия экстремальна. 

5 Уравнения движения системы в обобщенных координатах
(Уравнения Лагранжа II рода)

Уравнение движения системы в обобщенных координатах (уравнение Лагранжа II рода) может быть получено на основе общего уравнения динамики. После некоторых преобразований данного уравнения получим уравнение Лагранжа II рода в виде
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где  Т – кинетическая энергия системы в ее текущем положении;

       
[image: image38.wmf]Q

- обобщенная сила;
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- обобщенная координата;
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- обобщенная скорость.

Для консервативной механической системы уравнение Лагранжа II рода получает вид                               
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Для механических систем с несколькими степенями свободы количество составляемых уравнений Лагранжа равно количеству степеней свободы механизма.

6. Теорема Лагранжа – Дирихле об устойчивости равновесия

консервативной механической системы

Различают следующие виды равновесия механической системы: устойчивое, неустойчивое и безразличное.

Равновесие системы называется устойчивым, если эта система, выведенная из положения покоя, совершает колебания около этого положения. 

Равновесие системы называется неустойчивым, если при сколь угодно малом отклонении системы из положения покоя она удаляется от этого положения и колебаний около этого положения не происходит. 

Состояние покоя механической системы называется безразличным,  если при отклонении системы из этого положения она и в новом положении может оставаться в положении покоя. 

Положения покоя (равновесия) консервативной механической системы с одной степенью свободы определяются уравнением:
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Однако вид равновесия системы (устойчивое или неустойчивое) определяет следующая теорема Лагранжа – Дирихле:


Устойчивы те положения равновесия консервативной механической системы, в которых ее потенциальная энергия достигает минимума, то есть выполняется условие:
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Если же 
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, то это выражение не может служить критерием устойчивости равновесия системы и тогда берут следующие производные от потенциальной энергии системы.


И если первая не равная нулю производная имеет четный порядок и при этом положительна, то при 
[image: image45.wmf]0
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 потенциальная энергия имеет минимум, и, следовательно, это положение покоя системы является устойчивым.

7. Малые свободные колебания механической системы

с одной степенью свободы

        
Если точкам консервативной механической системы сообщить малые отклонения от положения устойчивого равновесия системы, происходящие с малыми скоростями, то точки системы будут совершать малые свободные колебания относительно ее положения равновесия. Эти колебания происходят за счет возвращающих сил системы, к которым относятся силы тяжести и силы упругости системы. 

 
Дифференциальное уравнение свободных колебаний системы получают при рассмотрении уравнения Лагранжа II рода, которое для консервативной системы с одной степенью свободы записывают в виде: 
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Если в это уравнение подставить функции, описывающие кинетическую и потенциальную энергии системы в зависимости от обобщенных скоростей точек системы и их обобщенных координат, то после разложения этих функций в ряд и последующей линеаризации коэффициентов при членах разложения, выражения, определяющие кинетическую и потенциальную энергии системы с одной степенью свободы, получат вид: 
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            где

[image: image49.wmf]c

 – коэффициент жесткости системы, характеризующий ее 

                         упругие свойства;




[image: image50.wmf]a

 –  коэффициент инертности системы, характеризующий ее 

                         инерционные свойства.

Взяв от соотношений (12) производные в соответствии с уравнением (13), после некоторых преобразований получим уравнение свободных колебаний консервативной механической системы с одной степенью свободы:       
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где 
[image: image52.wmf]q
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 – соответственно обобщенные координата и ускорение;
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 – круговая частота колебаний системы;


Решение данного уравнения имеет вид:
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где 
[image: image55.wmf]2
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- произвольные постоянные.


Для определения произвольных постоянных данное уравнение продифференцируем по времени:
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Тогда с учетом начальных условий (
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Подставив значения 
[image: image59.wmf]2
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 в уравнение (15), получим выражение, описывающее свободные колебания системы с одной степенью свободы
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Решение дифференциального уравнения свободных колебаний может быть получено и иной – амплитудной форме:
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          где 
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- начальная фаза колебаний.

Период свободных колебаний определяют из формулы
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а частоту колебаний  из выражения   
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График свободных (собственных) колебаний системы показан на рисунке (рисунок 3)
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                        Рисунок 2. График собственных колебаний системы

Основные свойства собственных линейных колебаний
1. Собственные (свободные) колебания системы являются гармоническими.

2. Амплитуда собственных колебаний – величина постоянная и определяется начальными условиями.

3. Период колебаний – постоянная величина, не зависит от амплитуды и от начальных условий. Величина периода определяется только свой ствами колеблющейся системы, т.е. коэффициентами  инертности 
[image: image66.wmf]a

  и жесткости системы  
[image: image67.wmf]c

. Независимость периода колебаний от амплитуды называется изохронностью колебаний.

8. Малые свободные колебания механической системы
при наличии сил линейного сопротивления.

Диссипативная функция

При действии в системе линейных  сил сопротивления, пропорциональных скорости, силу сопротивления для k - й  точки системы определим по формуле:
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Тогда обобщенную силу 
[image: image69.wmf]Ф

Q

, соответствующую линейным силам сопротивления системы с одной степенью свободы получим в виде:
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       где   
[image: image71.wmf]Ф

– диссипативная функция (функция Релея), характеризующая            рассеяние (диссипацию) механической энергии за счет сил линейного сопротивления в системе.

Для систем с одной степенью свободы эту функцию запишем в виде
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где  
[image: image73.wmf]b

– коэффициент диссипации.  

Тогда уравнение Лагранжа II рода получит вид:    
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       где 
[image: image75.wmf]q

Q

П

¶

P

¶

-

=

 - обобщенная сила, соответствующая потенциаль-                        

                                 ным  силам системы;                                   
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                                 линейного сопротивления системы.                                   

Подставляем значения кинетической и потенциальной энергий из (13), а также обобщенных сил в уравнение (25), возьмем соответствующие производные и после некоторых преобразований получим дифференциальное уравнение свободных колебаний системы с одной степенью свободы с учетом сил линейного сопротивления:
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где 
[image: image78.wmf]a
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 - коэффициент сопротивления в системе.

Вид решения дифференциального уравнения  (26)  зависит от соотношения между коэффициентами  “
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“  и   “
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“. 

При 
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(случай малого сопротивления) система совершает затухающие колебания, описываемые уравнением 
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Или в амплитудной форме                            
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где  
[image: image84.wmf]А

- условная амплитуда затухающих колебаний;

       
[image: image85.wmf]a

- начальная фаза.  
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Интенсивность затухания колебаний характеризуется логарифмическим декрементом колебаний 
[image: image88.wmf]D

ln

, который определяют логарифмом отношения двух последующих максимальных отклонений точек системы от положения равновесия:
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  Период затухающих колебаний для данной системы – постоянная величина, определяемая из соотношения:    
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График затухающих колебаний системы изображен на рисунке 
(рисунок 4 )

[image: image147.wmf]В

S

d


                                                        Рисунок 3
         График затухающих колебаний имеет вид кривой асимптотически приближающейся к оси  абсцисс. Анализ этого графика   показывает, что малое линейное сопротивление незначительно увеличивает период колебаний системы по сравнению со случаем отсутствия сопротивления, но существенно уменьшает последующие значения условных амплитуд. 

При 
[image: image91.wmf]k
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(случай большого сопротивления) система совершает апериодическое движение, которое описывается уравнением 
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График этого движения изображен на рисунке (рисунок 5)
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                                                      Рисунок  4
Затухающее движение в данном случае не является колебательным, иногда его называют также лимитационным  или апериодическим движением. На графике видно, что кривая дважды не проходит положение равновесия, не пересекает дважды горизонтальную ось, т. е. затухающее движение механической системы завершилось, не совершив даже  одного колебания.

            Для случая критического  сопротивления, когда 
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, решение уравнения (26)получит вид 
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График затухающего движения в случае 
[image: image95.wmf]k
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 такой же, как в предыдущем случае, когда    
[image: image96.wmf]k
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 и представлен на рисунке 5.

Таким образом, при значениях 
[image: image97.wmf]k
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движение системы не является колебательным и с некоторого момента времени начинается ее апериодическое  движение, при котором  механическая система асимптотически стремится вернуться к положению  устойчивого равновесия.

9  Вынужденные колебания механической системы с одной

степенью  свободы без учета сил линейного сопротивления

Для возбуждения вынужденных колебаний механической системы  необходимо действия на точки системы некоторого возмущения. Возмущения системы может быть силовым или кинематическим. Силовое возбуждение может осуществляться:

а) вынуждающей силой изменяющейся по синусоидальному или косинусоидальному  закону;

б) произвольной вынуждающей силой;

в) периодической вынуждающей силой.

 Эти силы внешнего происхождения, описываются заданными функциями времени и не зависят от движения системы.  

Для данного вида колебаний уравнение Лагранжа II рода  получает вид
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Обобщенную силу 
[image: image99.wmf]B
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, соответствующую вынуждающей силе системы, примем изменяющейся по синусоидальному закону   
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 EMBED Equation.3 [image: image101.wmf](
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где    
[image: image102.wmf]H

- максимальное значение вынуждающей силы (амплитуда);

          
[image: image103.wmf]p

- частота вынуждающей силы;


    
[image: image104.wmf]d

- начальная фаза.

С учетом значений кинетической и потенциальной энергий из уравнения (33) получим выражение
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Разделим это уравнение на обобщенный приведенный коэффициент инертности системы 
[image: image106.wmf]a

 и, обозначив    
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,  получим дифференциальное уравнение  вынужденных колебаний механической системы без учета сил сопротивления:
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где h – приведенная амплитуда вынуждающей силы.                                             

Это неоднородное дифференциальное уравнение второго порядка,  полное  решение его состоит из общего и частного решений:
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Общее решение уравнения (36) имеет вид:
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Частное решение уравнения  (36) зависит от вида его правой части                                              и данном случае имеет вид  
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Неизвестный  коэффициент 
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 найдем из соотношения
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Таким образом, полное решение дифференциального уравнения (36) имеет вид:     
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Численные значения произвольных постоянных С1 и С2 , найдем из начальных условий:      
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При этом первые два слагаемых выражения (96) описывают свободные колебания механической системы, происходящие под действием потенциальных сил. Третье слагаемое – вынужденные колебания.

Так как свободных колебаний практически не бывает, то с течением времени они затухают и остаются только вынужденные колебания, описываемые уравнением
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Коэффициент 
[image: image119.wmf]А
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 является амплитудой вынужденных колебаний системы, которая не зависит от начальных условий, а ее частота равна частоте вынуждающей силы. 
10 Вынужденные колебания механической с одной

степенью свободы системы 
с учетом сил линейного сопротивления

Уравнение Лагранжа II рода запишем в виде
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где 
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  – обобщенная сила сил сопротивления;
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[image: image125.wmf](
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– обобщенная сила, соответствующая 

                            вынуждающей силе; 
     
[image: image126.wmf]Ф

– диссипативная функция или функция Релея.                 

Запишем формулы кинетической, потенциальной энергий и диссипативной функции,  выраженных через обобщенную координату
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 EMBED Equation.3 [image: image130.wmf]2
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Тогда из уравнения (41) получим дифференциальное уравнение вынужденных колебаний системы учетом сил линейного сопротивления  
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Решение уравнения (42) имеет общую и частную составляющие: 
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Известно, что общее решение зависит от сочетания коэффициентов “n”  и “k”  и имеет вид:
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Однако с течением времени 
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 линейного сопротивления затухает и остается только частное решение 
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Это решение имеет вид
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где А – амплитуда установившихся вынужденных колебаний, определяемая из выражения 
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Общие свойства вынужденных колебаний при действии

линейного сопротивления
1. Вынужденные колебания при линейном сопротивлении являются незатухающими т.е. амплитуда их постоянна как при отсутствии резонанса, так и при резонансе.

2. Линейное сопротивление не влияет на частоту вынужденных колебаний, которая совпадает с частотой возмущающей силы.

3. Вынужденные колебания при линейном сопротивлении не зависят от начальных условий, так же как они не зависят от них при отсутствии сопротивления.

11 Вопросы для подготовки к зачету

по разделу «Основы аналитической механики»


1. Что представляют собой обобщенные координаты механической системы?

2. Чему равно число степеней свободы механической системы?

3. Что называют возможными перемещениями механической системы и зависят ли возможные перемещения от действующих на систему сил?
   4. Какие связи механической системы называют идеальными и почему связь, осуществленная с трением, не является идеальной связью?
5. Как формулируется принцип возможных перемещений?

6. Какие виды может иметь уравнение возможных работ?
          7. Каким образом принцип возможных перемещений упрощает вывод условий равновесия сил, приложенных к несвободным системам, состоящим из большого числа тел?

8. Как составляются уравнения работ для сил, действующих на механическую систему с несколькими степенями свободы?

9. Какова зависимость между движущей силой и силой сопротивления в простейших машинах?
Как формулируется золотое правило механики?

10. Каким образом определяют реакции связей с помощью принципа возможных перемещений?
    11. Какой вид имеет общее уравнение динамики?

12. Что называется обобщенной силой, соответствующей некоторой обобщенной координате системы, и какую она имеет размерность?
   13. Выведите общее уравнение динамики в обобщенных силах.

 14. Как определяются обобщенные силы в случае консервативных и в случае неконсервативных сил, приложенных к механической системе?


15. Какой вид имеют уравнения Лагранжа второго рода?  От чего зависит количество составляемых уравнений для механической системы?

16. Какой  вид принимают  уравнения Лагранжа второго рода в случае, когда на систему действуют одновременно консервативные и неконсервативные силы?

17. Что представляет собой функция Лагранжа, или кинетический потенциал?

18. Какой  вид  имеют  уравнения Лагранжа  второго рода  для   консервативной системы?

19. В зависимости от каких переменных величин должна быть выражена кинетическая энергия механической системы при составлении уравнений Лагранжа?
    20. Запишите формулу обобщенной силы системы для случая сил, имеющих потенциал.
    21. Каким может быть состояние покоя механической системы?

22. Каков критерий устойчивости состояния покоя механической системы, устанавливаемый теоремой Лагранжа — Дирихле?

23. Как установить вид состояния  покоя механической системы с одной степенью свободы в том случае, если 
[image: image143.wmf](

)

0

/

2

2

=

¶

P

¶

=

qпокоя

q

q

?

24. Каков порядок исследования состояния покоя механической системы на устойчивость?

25. Как определяется потенциальная энергия механической системы, находящейся под действием сил упругости?


26. При каких условиях механическая система может совершать малые свободные колебания?


27. Запишите дифференциальное уравнение малых свободных колебаний консервативной механической системы.

28. Запишите уравнение малых свободных колебаний консервативной механической системы в канонической и амплитудной формах.


29. Изобразите график малых свободных колебаний консервативной механической системы.


30. Как определяется период малых свободных колебаний консервативной механической системы?



31. Как определяется частота малых свободных колебаний консервативной механической системы?


32. Запишите формулу для определения амплитуды малых свободных колебаний консервативной механической системы.


33. Что такое начальная фаза колебаний?

       34. Сформулируйте свойства малых свободных колебаний консервативной механической системы.

       35. Запишите дифференциальное уравнение малых свободных колебаний консервативной механической системы  при наличии в системе  сил сопротивления (при 
[image: image144.wmf]n

< k; n>k; n=k).
       36. Дайте определение логарифмическому декременту колебаний.

       37. Запишите дифференциальное уравнение малых  вынужденных колебаний консервативной механической системы  при наличии в системе  сил сопротивления.  

       38. Запишите выражение для определения амплитуды вынужденных колебаний.
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