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1. Краткая характеристика дисциплины 

В современной науке и технике математические методы 
исследования, проектирования и моделирования играют все 
большую роль. Это обусловлено, прежде всего, быстрым раз-
витием информационных технологий и вычислительной тех-
ники, благодаря которым все время существенно расширяют-
ся возможности успешного применения математики при 
решении конкретных задач. Математика является базовой 
дисциплиной при подготовке инженерных кадров. Ее препо-
давание предусматривает развитие логического и аналитиче-
ского мышления, овладение основными методами исследова-
ния и решения математических задач, выработку умения 
самостоятельно расширять математические знания. 

Уравнения математической физики имеют важное значе-
ние для успешного изучения многих специальных дисциплин, 
предусмотренных учебными планами, и представляют собой 
один из важнейших примеров математических моделей мик-
роуровня при анализе физических явлений и процессов в 
сплошной среде. 

2. Цели и задачи дисциплины, ее место в учебном процессе 

Целью дисциплины «Уравнения математической физики» 
является изучение основных разделов курса теории диффе-
ренциальных уравнений в частных производных, в узком 
смысле - линейных уравнений второго порядка, описываю-
щих состояние точек сплошной среды в первом и наиболее 
важном приближении.   

Основная задача курса «Уравнения математической фи-
зики» заключается в развитии у студентов современных форм 
математического мышления и обучении студентов методам 
построения анализа математических моделей физических яв-
лений и процессов.  

В результате освоения теоретического материала, выпол-
нения практических работ и закрепления навыков студенты 
должны: 
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знать: основные определения, свойства, формулы и тео-
ремы читаемых разделов уравнений математической физики; 

понимать: основные понятия, определения, теоремы и 
алгоритмы решения типовых задач; 

уметь: применять теоретические знания для решения 
практических задач. 

При изучении дисциплины должны быть сформированы 
следующие компетенции: применение физико-математи- 
ческого, аппарата, теоретических, расчетных и эксперимен-
тальных методов исследований, методов математического и 
компьютерного моделирования в процессе профессиональной 
деятельности (ПК-2). 

3. Содержание дисциплины 

3.1. Содержание лекционных занятий 

1. Задачи математической физики.  
2. Вывод уравнения колебаний струны. Вывод уравнения 

теплопроводности.  
3. Уравнение Лапласа. Классификация уравнений мате-

матической физики.  
4. Постановка краевых задач для уравнений эллиптиче-

ского типа. Принцип максимума следствия из него. 
5. Решение задач Дирихле для круга методом Фурье.  

Интеграл Пуассона.  
6. Решение задачи Дирихле для прямоугольника. Поня-

тие о численных методах, метод конечных разностей. 
7. Постановка краевых задач для уравнений гиперболи-

ческого типа. Задача Коши для уравнения колебания струны.  
8. Метод Даламбера решение задачи Коши. Использова-

ние формулы Даламбера для решения смешанной краевой 
задачи. 

9. Схема решения смешанной краевой задачи для урав-
нения колебаний струны в случае неоднородного уравнения и 
неоднородных начальных и граничных условий. Типы гра-
ничных условий. 
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10. Решение смешанной кривой задачи для уравнения ко-
лебаний струны с неоднородными начальными и однородны-
ми граничными условиями методом Фурье. Задача Штурма - 
Лиувилля. 

11. Случай неоднородного уравнения с однородными 
начальными и граничными условиями. Метод Фурье. 

12. Постановка задач для уравнений параболического ти-
па. Первая краевая задача. Схема решения первой краевой 
задачи  для уравнения теплопроводности. 

13. Схема решения смешанной краевой задачи для неод-
нородного уравнения теплопроводности с неоднородными 
начальными и граничными условиями. Типы граничных 
условий. 

14. Решение смешанной краевой задачи для уравнения 
теплопроводности с неоднородными начальными и однород-
ными  граничными условиями методом Фурье. 

15. Случай неоднородного уравнения теплопроводности с 
однородными начальными и граничными условиями. Метод 
Фурье. Метод конечных разностей. 

3.2. Содержание практических  занятий 

1. Задачи математической физики. [4] стр. 260, № 976, стр. 
262, № 982, стр. 265, № 988.  

2. Задачи математической физики. Приведение к канони-
ческому виду. [1] стр. 56, № 3, стр. 57 № 7. [5] стр. 396, № 1. 
стр. 393, № .3 

3. Вывод уравнения колебаний струны. Вывод уравнения 
теплопроводности. [4] стр. 267, № 994, стр. 282, № 1000, стр. 
276, №1006.  

4. Метод Деламбера. Метод Фурье. [5] стр. 396, № 2,  
стр. 397, № 4, стр. 398, № 8, № 10, [1] стр. 175, №1, № 2, 
стр.170, № 5. 

5. Решение задач Дирихле для круга методом Фурье. [4] 
стр. 280, № 1010. 

6.  Интеграл Пуассона. [1] стр. 91, № 2, [5] стр. 399, № 12,  
№ 13. 

7.  Метод конечных разностей. [5] стр. 399, № 14, № 16. 
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3.3 Организация самостоятельной работы студента 
1. Задачи математической физики. Классификация урав-

нений. [4] стр. 260, № 977, стр. 262, № 983, стр. 265,  № 989.  
2. Задачи математической физики. Приведение к кано-

ническому виду. [1] стр. 56, № 4, стр. 57, № 6. [5] стр. 396,  
№ 2, стр. 393, № 5. 

3. Вывод уравнения колебаний струны. Вывод уравнения 
теплопроводности. [4] стр. 267, № 995, стр. 282, № 1001,  
стр. 276,  № 1005.  

4. Метод Деламбера. Метод Фурье для уравнения тепло-
проводности и уравнения колебаний струны. [5] стр. 396, № 3, 
стр. 397, № 5, стр. 398, № 9, № 11, [1] стр. 175, № 3, № 4,  
стр. 170, № 6. 

5. Решение задачи Дирихле для круга методом Фурье. [4] 
стр. 280,  № 1011, № 1012. 

6. Интеграл Пуассона. [1] стр. 91 № 3, [5] стр. 399, № 14, 
№ 15. 

4. Вопросы промежуточной аттестации 
1. Понятия о задачах математической физики.  
2. Вывод уравнения колебаний струны. Вывод уравне-

ния теплопроводности. Постановки краевых задач. 
3. Уравнение Лапласа. Задача Дирихле. Задача Нейма-

на Классификация уравнений математической физики.  
4. Постановка краевых задач для уравнений эллиптиче-

ского типа. Принцип максимума и следствия из него. 
5. Решение задач Дирихле для круга методом Фурье. 

Интеграл Пуассона.  
6. Решение задачи Дирихле для прямоугольника. Поня-

тие о численных методах, метод конечных разностей. 
7. Постановка краевых задач для уравнений гиперболи-

ческого типа. Задача Коши для уравнения колебания струны.  
8. Метод Даламбера решение задачи Коши. Использо-

вание формулы Даламбера для решения смешанной краевой 
задачи. 

9. Схема решения смешанной краевой задачи для урав-
нения колебаний струны в случае неоднородного уравнения  
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и неоднородных начальных и граничных условий. Типы гра-
ничных условий. 

10. Решение смешанной кривой задачи для уравнения 
колебаний струны с неоднородными начальными и однород-
ными граничными условиями методом Фурье. Задача Штурма - 
Лиувилля. 

11. Случай неоднородного уравнения с однородными 
начальными и граничными условиями. Метод Фурье. 

12. Постановка задач для уравнений параболического 
типа. Первая краевая задача. Схема решения первой краевой 
задачи  для уравнения теплопроводности. 

13. Схема решения смешанной краевой задачи для неод-
нородного уравнения теплопроводности с неоднородными 
начальными и граничными условиями. Типы граничных 
условий. 

14. Решение смешанной краевой задачи для уравнения 
теплопроводности с неоднородными начальными и однород-
ными  граничными условиями методом Фурье. 

15. Случай неоднородного уравнения теплопроводности 
с однородными начальными и граничными условиями. Метод 
Фурье. Метод конечных разностей. 

5. Общие методические указания по изучению  
дисциплины для студентов заочной формы обучения 

Основной формой обучения студентов-заочников являет-
ся самостоятельная работа над учебным материалом, вклю-
чающая в себя изучение материала по учебникам, решение 
задач, самопроверка и выполнение контрольных работ. В по-
мощь студентам университет организует чтение лекций и 
проведение практических занятий. 

Кроме того, студент может обращаться к преподавателю 
с вопросами для получения консультации. Лекции и практи-
ческие занятия носят преимущественно обзорный характер. 
Их цель – обратить внимание на общую схему построения 
соответствующего раздела курса, подчеркнуть важнейшие 
места, указать главные практические приложения теоретиче-
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ского материала. На этих занятиях более подробно рассмат-
риваются отдельные вопросы программы. 

В процессе изучения курса уравнений математической 
физики студент должен выполнить контрольную работу, ко-
торая позволяет судить о степени усвоения студентом соот-
ветствующего материала. Приступать к выполнению кон-
трольной работы следует только после изучения 
теоретического материала и решения достаточного количе-
ства практических задач по данному разделу курса (лекций, 
практические занятия, чтение учебников, указанных в списке 
литературы). 

Методическое пособие содержит рекомендации и указа-
ния к выполнению отдельных заданий, а также образцы вы-
полнения заданий. Завершающим этапом изучения курса 
«Уравнения математической физики»  является сдача зачета в 
соответствии с учебным планом. При подготовке к зачету ре-
комендуется ориентироваться на контрольные вопросы для 
самопроверки и подготовке к зачету. 

6. Правила оформления контрольных работ 

При выполнении контрольной работы необходимо строго 
придерживаться указанных ниже правил: 

1. Каждая контрольная должна быть выполнена в от-
дельной тетради в клетку. Необходимо оставлять поля для 
замечаний преподавателя. 

2. Номер варианта определяется последней цифрой 
шифра в зачетной книжке. 

3. Контрольные работы, содержащие задачи не своего 
варианта, не зачитываются. 

4. Решения задач можно располагать в любом порядке, 
сохраняя номера задач. 

5. Перед решением каждой задачи надо полностью вы-
писать ее условие. 

6. Решения задач следует излагать подробно и аккурат-
но. При необходимости следует делать соответствующие 
ссылки с указанием формул, теорем, которые используются 
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при решении данной задачи. Все вычисления (в том числе и 
вспомогательные) необходимо делать полностью. 

7. Контрольные работы должны быть выполнять само-
стоятельно. 

8. Преподаватель определяет из полного списка задач, те 
задачи, которые включаются в контрольную работу. 

7. Пример выполнения контрольной работы 

Задача № 1. Решить смешанную задачу. 
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22

=
ππ⋅⋅−ππ⋅⋅−=

ππ⋅⋅+ππ⋅⋅=

π⋅π−⋅+π⋅⋅π−⋅=

==
π⋅+π⋅=

π−π−

π−π−

π−π−
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Задача № 2. Решить смешанную задачу. 









==
π=

=

0),4(),0(
2cos6)0,(

4

tutu
xxu

uu

xx

xxt

 

Имеется уравнение теплопроводности, однородное, с од-
нородными граничными и неоднородными начальными усло-
виями. 

Решаем методом Фурье. 
Имеем: 

∫

∫

∫

∑

=π
π

=π⋅=

π
⋅ϕ=

ϕ=

π
⋅⋅+=

π=

==⇒=

∞

=

π
−

4

0

4

0
0

0

0
0

1

)(
0

2

02sin
2
132cos6

4
2

cos)(2

)(2

cos
2

),(

2cos6)(
4,24

2

xxdxa

xdx
l

nx
l

a

dxx
l

a

xdx
l

nea
a

txu

xxu
laa

l

n

l

n

t
l
an

n

 

∫

∫∫

=π⋅π⋅=

≠⇒≠⇒
π

≠π

=
π

⋅π=
π

⋅π⋅=

4

0

4

0

4

0

2cos2cos6
4
2

8
4

2
4

2

,0
4

cos2cos3
4

cos2cos6
4
2

xdxxa

nnxnx

еслиxdxnxxdxnxa

n

n

texdxtxu

xxdxx

216

4

0

4

0

2cos6),( :Ответ

6)4sin
4
1(

2
3)4cos1(

2
13

π−⋅π⋅=

=π
π

+⋅=π+⋅= ∫  
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Проверка: 

0),4(
0),0(

2cos6)0,(
4

2cos616

2cos)2(6

2sin26

)16(2cos6

2

2

2

2

162

162

16

162

=
=

π=
=

⋅π⋅⋅π−=

⋅ππ⋅−=

⋅ππ⋅−=

⋅π−⋅π⋅=

π−

π−

π−

π−

tu
tu

xxu
uu

exdxu

exdxu

exdxu

exdxu

x

x

xxt

t
ч

t
ч

t
ч

t
е

 
 
Задача № 3. Решить смешанную задачу. 











=
=

π=
=

0);5,3(
0),0(

5cos4)0,(
2

tu
tu

xxu
uu

x

xxе

 

Имеется уравнение теплопроводности, однородное, с од-
нородными граничными и неоднородными начальными усло-
виями. 

∫∫

∫

∑

=
π+π

⋅π
⋅

=π+
π

⋅π=

π+
π

⋅ϕ=

π+
π

⋅=
∞

=

π+
π

2
7

0

2
7

0

0

1

))
2

((

7
2cos5cos

7
44

7
2)

2
cos(5cos4

7
4

1)
2

(cos)(2

1)
2

(),(
2

xdxnxxdxnxa

xdx
l

nx
l

a

x
l

nсeatxu

n

l

n

n

t
l
an

n

 

∫∫

∫

=π=π+
π

⋅π=

≠=
π+π

+π+
π+π

+π⋅=

2
7

0

2
2
7

0
17

2
7

0

5cos
7

16
7
2)17

2
cos(5cos4

7
4

17,0))
7
25cos()

7
25(cos(

2
1

7
16

xdxxdxxa

nеслиdxxnxxnx
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4
2
7

7
8)10sin

10
1(

7
8)10cos1(

7
8 2

7

0

2
7

=⋅=π
π

+=π+= ∫ xxdxx  

Ответ: xetxu t π⋅⋅= π− 5cos4),(
250  

Проверка: 

xeu

xeu

xeu

xxu

t
xx

t
x

t
t

ππ⋅⋅−=

ππ⋅⋅−=

π⋅π⋅−=

π=

π−

π−

π−⋅

5cos254

5sin54

5cos504

5cos4)0,(

250

50

502

2

2

2

 

0),
2
7(

0),0(
05cos5045cos5042

22 502502

=

=
=ππ⋅+ππ⋅−=− π−π−

tu

tu
xexeuu

x

tt
xxt

 

Задача № 4. Решить смешанную задачу. 











−=
=

−+π=
=

2),4(
6),0(

263sin8)0,(
9

tu
tu

xxxu
uu

x

xxt

 
Имеется уравнение теплопроводности, однородное,  

с неоднородными граничными и начальными условиями. 

Имеем 

xxx
laa

263sin8)(
4,392

−+π=ϕ
==⇒=

 

Делаем замену: 

[ ]
xtxutxv

l
xttttxutxv

26),(),(

)()()(),(),( 211

+−−

µ−µ+µ−=
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Получаем: 

∫

∑
π

⋅ϕ

π
⋅⋅=

π=ϕ











π=
=
=

=

∞

=

π
−

l

n

n

t
l
an

n

xxt

xdx
l

nx
l

a

гдеx
l
neatxu

xx
xxv

tv
tv

vv

0

1

)(

sin)(2

:,sin),(

3sin8)(
3sin8)0,(

0),4(
0),0(

9

2

 

12,
4

3

:,0
4

sin3sin8
4
2

0

≠
π

≠π

=
π

⋅π∫

nnч

еслиxdxnxa
l

n

xxetxu

xetxv

xxdxx

dxxxa

t

t

263sin8),(

3sin8),(

842)6sin
6
1(2)6cos1(

2
14

3sin3sin8
4
2

2

2

81

81

4

0

4

0

4

0
12

−+π⋅=

π⋅=

=⋅=π
π

−⋅=−⋅

=π⋅π=

π−

π−

∫

∫

 
Проверка: 

03sin818

3sin)81(89

3sin8189

3sin98

3sin)81(8

2),4(
6),0(

263sin8)0,(

281

812

281

281

812

2

2

2

2

2

=ππ⋅⋅+

+π⋅π−⋅=−

ππ⋅⋅−=

ππ⋅⋅−=

π⋅π−⋅=

−=
=

−+π=

π−

π−

π−

π−

π−

xe

xeuu

xeu

xeu

xeu

tu
tu

xxxu

t

t
xxt

t
xx

t
xx

t
t  
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Задача № 5. Решить смешанную задачу для данного неодно-
родного уравнения теплопроводности с нулевыми начальными  
и граничными условиями .0),(,0),0(;0)0,( === tutuxu π  

0),(
0),0(
0)0,(

2sin2
4
1 3

=π
=
=

⋅+= −

tu
tu

xu

xeuu t
xxt

 

Имеется уравнение теплопроводности, неоднородное, с 
однородными граничными и начальными условиями. 

Имеем: 

xesxf

aa

t 2sin4),(
2
1

4
1

3

2

−−=

=⇒=
 

22

,0sin2sin22sin),(2)(~

0

3

0

≠⇒≠

=⋅⋅
π

=
π

⋅= ∫∫
π

−

nnxx

еслиnxdxxexdx
l
nsxf

l
sf t

l

n

xexexe

xdsexdseetxu

exxe

dxxexdxxesf

tttts

t
ts

t
sts

t
t

t
t

2sin22sin22sin2

2sin22sin2),(

2)4sin
4
1(2

)4cos1(22sin2sin22)(~

3

0

2

0

2

0

)(3

3

0

3

0

3

0

3
2

−⋅=⋅=

=⋅=⋅⋅⋅=

⋅=−⋅
π
⋅

=

=−
π
⋅

=⋅⋅⋅
π

=

−−−

−−−−−

−

π−

π−π
−

∫∫

∫∫

 

xxt

tttt
xx

tt
t

tt

uau

xeeexxeua

eexu
eextxu

2

3332

3

3

2sin2)(2sin24
4
12sin2

)3(2sin2
)(2sin2),(

=

⋅+−⋅⋅⋅−=+

−−=

−=

−−−−

−−

−−
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Задача № 6. Решить смешанную задачу. 













=π=
=

⋅+=

0),(),0(
8sin6)0,(

2sin4sin17
4
1

tutu
xxu

xtuu xxt

 

Имеется уравнение теплопроводности, неоднородное, с 
однородными граничными и неоднородными начальными 
условиями. 

Решаем однородное уравнение теплопроводности, с од-
нородными граничными и неоднородными начальными усло-
виями: 

∑
∞

=

π
− π

⋅=
1

)(
sin),(

2

n

t
l
an

n x
l

neatxu  

xetxu

dxxxdxxa

nеслиnxdxxxdx
l

n
l

a

x
l

neatxu

t

n

n

t
l
an

n

8sin6),(

6)16cos1(
2
1128sin8sin62

8,0sin8sin62sin2

sin),(

16
1

0 0
8

0 0

1

)( 2

⋅⋅=

=−⋅
π

=⋅⋅
π

=

≠=⋅
π

=
π

⋅ϕ=

π
⋅=

−

π π

π π

∞

=

π
−

∫ ∫

∫ ∫

∑

 
Решаем неоднородное уравнение теплопроводности, с 

однородными граничными и начальными условиями: 

22,0sin2sin4sin172

sin),(2)(~

sin)(~),(

0

1 0

)()( 2

≠⇒≠=⋅⋅
π

=
π

⋅=

π
⋅⋅=

∫

∫

∑∫

π

∞

=

−
π

−

nnxxеслиnxdxxs

xdx
l

nsxf
l

sf

x
l

ndsesftxu

n

n

t st
l
an

n
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=⋅⋅−⋅=

=

=

=
=

=

=⋅=⋅⋅=

=−⋅⋅
π

=⋅⋅
π

=

∫

∫ ∫

∫

−−−−

−−

−−

−−−−

π

π

t
sttst

st

st

t t
stst

dsesse

ev
dsedv

sdsdu
su

dsesxdsestxu

sdxxs

xdxxssf

0

)(

0

)(

)(

)(

0 0

)()(
2

0

0
2

4cos4174sin17
4cos4

4sin

4sin172sin4sin17),(

;4sin17)4cos1(
2
14sin172

2sin2sin4sin172)(~

 

∫

∫

∫

−−−

−−−−

−−

−−

−−

⋅−⋅⋅+⋅⋅−=

=⋅⋅−⋅⋅−=

=

=

=

−=
=

=

=⋅⋅−=

t
stt

t
sttst

st

st

t
st

sdseett

sdseset

ev
dsedv

sdsdu
su

sdset

0

)(

0

)(

0

)(

)(

)(

0

)(

4sin161716174cos16174sin17

4sin44174cos16174sin17

4sin4
4cos

4cos4174sin17

 

t

tst
t

t

t
stst

t

ett

ettdses

et

tdsesdses

−

−−−

−

−−−−

⋅+−=

=⋅⋅⋅+⋅−=⋅

⋅+⋅⋅−

−=⋅⋅+⋅

∫

∫∫

164cos164sin

17
1)16174cos16174sin17(4sin17

16174cos1617

4sin174sin16174sin17

)(

0

0

)()(

0
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xettxe
txutxutxutxu

xetttxu

tt

t

2sin)164cos164(sin8sin6

),(),(),(),(
2sin)164cos164(sin),(

16
21

16
2

−−

−

⋅+−+⋅=

=⇒+=
⋅⋅+−=

 

Проверка: 

xe
xtxtxeu

tu
tu

xxu

t

t
t

2sin)16(
2sin4sin4162sin4cos48sin)16(6

0),(
0),0(

8sin6)0,(

16

−

−

⋅−+

+⋅++⋅−⋅=

=π
=
=

 

xe

xtxtxeu

xe
xtxtxeu

t

t
xx

t

t
xx

2sin16

2sin4cos162sin4sin8sin)16(6
4
1

2sin416
2sin44cos16)2sin4(4sin8sin646

16

16

−

−

−

−

⋅−

−⋅+⋅−−⋅⋅=

⋅⋅−

−⋅+−⋅+⋅⋅−=

 

Задача № 7. Решить смешанную задачу. 














π−=π
π−=

+π−=

⋅+=

2),(
4),0(

2424sin6)0,(

6sin4cos17
36
1

tu
tu

xxxu

xtuu xxt

 

[ ] [ ]

024),(),(
0024),0(),0(

)(~24sin624)0,(),(

24),(

244),(),(),( 211

=π−π+π=π
=⋅−π+=

ϕ==−π+=
=
=

−π+=

=
π

π+π−+π+=µ−µ+µ−=

tutv
tutv

xxxxuoxv
uv

uv
xtxu

xtxu
l
xtxutxv

xxxx

tt
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











=π=
=

⋅+=

0),(),0(
24sin6)0,(

6sin4cos17
36
1

:задачуПолучаем

tvtv
xxv

xtvv xxt  

1. Решаем однородное уравнение с однородными гра-
ничными и неоднородными начальными условиями: 

224

,0sin24sin62sin)(~2

sin),(

1

0 0

1

)(

1

2

≠⇒≠

==⋅=

⋅=

∫ ∫

∑
∞

=

−

nnxxесли

nxdxxxdx
l

nx
l

a

x
l

neatxv

n

n

t
l
an

n

π

π

π
πϕ

π

 

xetxv

dxxxdxxa

t 24sin6),(

6)48cos1(624sin24sin62

16

0 0
24

−⋅=

=−== ∫ ∫
π π

ππ

 
 

2. Решаем неоднородное уравнение с однородными 
граничными и начальными условиями: 

∫ ∫

∫ ∫

∑∫

π π

π

∞

=

−
π

−

=−
π

=⋅
π

=

≠⇒≠

=⋅
π

=
π

=

π
⋅⋅=

0 0
6

0 0

1

)()(

0
2

4cos17)12cos1(4cos176sin6sin4cos172)(~

66

,0sin6sin4cos172sin),(2)(~

sin)(~),(
2

sdxxsxdxxssf

nnxxесли

nxdxxsxdx
l

nsxf
l

sf

x
l

ndsesftxv

l

n

n

st
l
ant

n

 

=⋅=⋅ ∫∫ −−−−
t

st
t

st dsesdses
0

)(

0

)( 4cos174cos17  
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=⋅⋅+⋅⋅=

=

=

−=
=

= ∫ −−

−

−

t
tstts

ts

ts dseses

ev
dsedv

sdsdu
su

0
0

4sin4174cos17
4sin4

4cos

 

∫

∫

∫

−−

−−

−−

−

−

−−

⋅−⋅+

+−=⋅⋅⋅−

−⋅⋅+−=

=

=

=
=

=

=⋅⋅+−=

t
tstts

t
t

ts

ttst

ts

ts

t
tst

dseses

etdses

eset

ev
dsedv

sdsdu
su

dseset

0
0

0

0

0

4cos2724sin68

174cos174cos4417

4sin417174cos17
4cos4

4sin

4sin417174cos17

 

 

−⋅⋅⋅−=+

⋅++−+⋅−⋅=

π−=π
π−=

+π−=

+π−⋅+−+⋅=

+−=

+−=⋅

+−
=⋅

−

−−

−−

−

−−

−
−

∫

∫

xextua

xtetxeu
tu
tu

xxxu
Проверка

xxtetxetxu
xtettxv

tetdses

tetdses

t
xx

tt
t

tt

t

t
t

ts

tt
ts

24sin624
36
16sin4cos17

6sin)4cos164sin(24sin)16(6
2),(
4),0(

2424sin6)0,(
:

246sin)4sin44(cos24sin6),(

6sin)4sin44(cos),(

4sin44cos4cos17

17
4sin68174cos174cos17

1622

16

16
2

0

0
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xtuau

xtxtet

xxt

t

6sin4cos17

6sin4cos176sin)4sin44(cos36
36
1

2 ⋅+=

⋅+⋅+−⋅⋅− −

 

Задача № 8. Найти решение уравнения Лапласа 0=∆u  
в круговом секторе ,10 << r  αϕ <<0  (r, ϕ  – полярные ко-
ординаты, ),2πα < на границе которого искомая функция 

),( ϕru удовлетворяет следующим условиям: 

0
)()(),(

0)
6

7,(

6cos6),1(

011
2

>λ
ρ⋅ϕΦ=ϕρ














=
π

ρ=

ϕ=ϕ

=
ρ

+
ρ

+

ϕϕ

ϕϕρρρ

Ru

uu

u

uuu

 

ϕ⋅






α
π

⋅ρ=ϕρ

ρ=ρ=ρ

ϕ⋅






α
π

=ϕΦ








α
π

=λ

π=α⋅λ

=λ⋅α⋅λ−=αΦ

=⇒=λ=Φ

λ⋅ϕ⋅λ+λ⋅ϕ⋅λ−=ϕΦ

ϕ⋅λ+ϕ⋅λ=ϕΦ

α
π

α
π

λ

nau

R

na

n

n

C

CC

CC

CC

n

n

n

n

cos),(

)(

cos)(

0sin)('

00)0('

cossin)('

sincos)(

2

1

22

21

21
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ϕ⋅ρ=ϕρ

=ϕϕ+
⋅α
⋅

=ϕϕ⋅ϕ
α

⋅=

ϕ≠ϕ

=ϕϕ⋅ϕ
α

⋅=ϕϕ⋅ϕ
α

=

π
=α

ϕ=ϕ

ϕϕ
α
π

ϕ
α

=

∫∫

∫∫

∫

ππ

ππ

α

6cos6),(

6)12cos1(
27

1266cos6cos
7
126

7
66

,0
7
6cos6cos

7
126

7
6cos6cos6

7
12

6
7

6cos6)(

cos)(2

6

6
7

0

6
7

0
7

6
7

0

6
7

0

0

u

dda

nесли

dndna

f

dnfa

n

n

 

0)615(6cos36
6cos6366cos366cos536

6cos636

6cos536

6cos36

0)
6

7,(

0)0,(
366sin

6cos6),1(
:

4

444

5

4

5

6

=−+⋅ϕρ⋅=

=ϕρ⋅−ϕρ⋅+ϕρ⋅

ϕ⋅⋅ρ−=

ϕρ⋅=

ϕρ=

=
π

ρ

=ρ

⋅ϕρ−=

ϕ=ϕ

ϕϕ

ρρ

ρ

ϕ

ϕ

ϕ

u

u

u

u

u
u
u
Проверка

 

Задача № 9. Решить задачу Дирихле для уравнения 
Лапласа 0=∆u в круге ,10 <≤ r  π<ϕ≤ 20  (r, ϕ  – полярные 
координаты), на границе которого искомая функция 

),( ϕru имеет следующие значения. 
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Дано: 








ϕ=ϕ

=
ρ

+
ρ

+ ϕϕρρρ

4sin6),1(

011
2

u

uuu
 

π≤ϕ≤
≤ρ≤

20
10

 

Решаем методом Фурье. 
Имеем формулу: 

 
∑
∞

=

ϕ+ϕρ+=ϕρ
1

0 ).sincos(
2

),(
n

nn
n nbnaau

 

.4,4,0sin4sin6

.,0cos4sin6cos)(1

2

0

2

0

2

0

≠ϕ≠ϕ=ϕϕ⋅ϕ
π

=

∀=ϕϕ⋅ϕ
π

=ϕϕϕ
π

=

∫

∫∫
π

ππ

nnеслиdnb

ndndnfa

n

n

 

Зная следующее, имеем: 

.6)8sin
8
1(3)8cos1(3

4sin4sin6

2

0

2

0

2

0
4

=−=−=

=⋅=

∫

∫
ππ

π

ϕϕ
π

ϕϕ
π

ϕϕϕ
π

d

db

 
Ответ: .4sin6),( 4 ϕ⋅ρ⋅=ϕρu  
 
Проверка: 

.4sin6),1(
0)4sin164sin44sin34(6

11

222

2

ϕ⋅=ϕ
=ϕ⋅ρ⋅−ϕ⋅ρ⋅+ϕ⋅ρ⋅⋅=

=
ρ

+
ρ

+ ϕϕρρρ

u

uuu

 

 



25 

Задача № 10. Решить смешанную задачу: 











==
ππ=

=
=

0),4(),0(
3sin12)0,(

0)0,(
16

tutu
xxu

xu
uu

t

xxtt

 

Уравнение колебаний струны однородное с однородными 
граничными и неоднородными начальными условиями. 

Решаем методом Фурье: 

;0)(
.4,4

16

sin)(2

sin)(2

;sin)sincos(),(

2

0

0

1

=ϕ

==
=

⋅
π

⋅ψ
π

=

⋅
π

⋅ϕ=

⋅
π

⋅⋅
π

+⋅
π

=

∫

∫

∑
∞

=

x
la

a

dxx
l

nx
an

b

dxx
l

nx
l

a

x
l

nt
l
anbt

l
anatxu

l

n

l

n

n
n

n

 

ndxxna

xx

n ∀=⋅
π

⋅=

ππ=ψ

∫ ,0
4

sin0
4
2

;3sin12)(
4

0

 

1)6cos1(
4
13sin3sin12

412
2

12,
4

3,0
4

sin3sin12
4

2

4

0

4

0
12

4

0

=⋅π−=⋅π⋅ππ⋅
π

=

≠⋅
π

≠π=⋅
π

⋅ππ
π

=

∫∫

∫

dxxdxxxb

nxnxеслиdxxnx
n

bn

 

Ответ: .3sin12sin),( xttxu ππ ⋅=  
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Проверка: 

;3sin12)0,(
;0)0,(
;0),4(
;0),0(

;3sin12sin)3(16
;3sin12sin)12(

;3sin12cos12

2

2

xxu
xu

tu
tu

xtu
xtu

xtu

t

xx

tt

t

ππ

πππ

πππ

πππ

=

=
=
=

⋅⋅−=

⋅−=

⋅=

 

Задача № 11. Решить смешанную задачу: 











=
=

==
=

xxu
xxu

tutu
uu

t

xxtt

ππ
π

3sin12)0,(
3sin6)0,(

0),4(),0(
16

 
Уравнение колебаний струны однородное, с однородны-

ми граничными и неоднородными начальными условиями. 
Решаем методом Фурье. 
Имеем следующее: 

dxx
l

nx
an

b

dxx
l

nx
l

a

x
l

nt
l
anbt

l
anatxu

l

n

l

n

n
nn

⋅=

⋅=

⋅⋅⋅+⋅=

∫

∫

∑
∞

=

πψ
π

πϕ

πππ

sin)(2

sin)(2

sin)sincos(),(

0

0

1

 

xx
xx

l
a
a

ππ=ψ
π=ϕ

=
=
=

3sin12)(
3sin6)(

4
4
162
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∫∫

∫

=π−=π⋅ππ⋅
π

=

≠
π

≠π=⋅
π

ππ
π

=

4

0

4

0
12

4

0

1)6cos1(
4
13sin3sin12

412
2

12
4

3,0
4

sin3sin12
4

2

dxxdxxxb

nxnxеслиdxxnx
n

bn

∫∫

∫

=π−=π⋅π=

≠
π

≠π=⋅
π

π=

4

0

4

0
12

4

0

6)6cos1(
2
33sin3sin6

4
2

12
4

30
4

sin3sin6
4
2

dxxdxxxa

nxnxеслиdxxnxan

 
Ответ: 

.3sin12sin3sin12cos6),( xtxtxu π⋅π+π+π=  

Проверка: 

xxtt

xx

xx

x

tt

t

t

uu
xtxtu

xtxtu
xtxtu

xtxtu
xxu

xxtu
tu
tu

xxu

16
3sin12sin)3(163sin)3(12cos)6(1616

3sin)3(12sin3sin)3(12cos6
3cos312sin3cos312cos6

3sin12sin)12(3sin12cos)12(6
3sin12)0,(

3sin12cos123sin12sin126
0),4(
0),0(

3sin6)0,(

22

22

22

=
π⋅ππ⋅−ππ⋅π−⋅=

ππ⋅π−ππ⋅π−=

ππ⋅π+ππ⋅π=
π⋅π⋅π−π⋅π⋅π⋅−=

ππ=
π⋅ππ+π⋅ππ⋅−=

=
=

π=

 

Задача № 12. Решить смешанную задачу. 











=
=

==
=

0)0,(
3cos6)0,(

0),3(),0(
25

xu
xxu

tutu
uu

t

xx

xxtt

π
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Уравнение колебания струны однородное, с однородны-
ми граничными и неоднородными начальными условиями. 

Решаем методом Фурье. 
Найдем λ: 

0)0(
0)(

)(
0,0)2

0,0)1

'

1
'

21

2

≠λ

==

+=

≠=λ

≠λ<λ

XПри
CxX

xCCxX
k

 

2

1
'

2
'

21
'

21

0sin

0sin)(

0)(
cossin)(

sincos)(

0)3







 π=λ

π=⋅λ

=⋅λ

=⋅λ⋅λ⋅−=

==

⋅λλ⋅+⋅λ⋅λ⋅−=

⋅λ+⋅λ=

>λ

l
n

nl

l

lClX

CxX
xCxCxX

xCxCxX

 

∫∫

∫∫

∑

=π+=π⋅π⋅=

≠=
π

⋅π=⋅
π

ϕ=

π
⋅

π
+

π
=

π
=

∞

=

3

0

3

0
9

3

00

1

6)6cos1(
2
43cos3cos6

3
2

9,0
3

cos3cos6
3
2cos)(2

cos)sincos(),(

cos)(

dxxdxxxa

nеслиdxxanxdxx
l

nx
l

a

x
l

nt
l
anbt

l
anatxu

x
l
naxX

l

n

n
n

n

n

0.....,0
3

cos0
6

2
21

3

0

====∀=⋅
π

⋅
π

= ∫ nn bbbетndxxn
n

b  
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Ответ:   

xttxu ππ 3cos15cos6),( ⋅=  
Проверка: 

( )

( )
xxtt

xx

t

x

x

xx

x

tt

t

uu
xtu

xu
tu
tu

xtu

xtu
xtu

xtu
xxu

25
3cos15cos325625

0)0,(
0),3(
0),0(

3cos15cos36

3sin315cos6
3cos15cos)15(6

3cos15sin156
3cos6)0,(

2

2

2

=
⋅⋅⋅−=

=
=
=

⋅⋅−=

⋅⋅−=
⋅⋅−=

⋅⋅−=
=

πππ

πππ

πππ
πππ

πππ
π

 

Задача № 13. Решить смешанную задачу. 

ix

k

x
xx

laa

tu
tu

xu
xxu

uu

x

t

xxtt

λ±=

=λ+

>λ
=φ

π=ϕ

==⇒=














=
=
=

π=
=

2,1

2

2

0
0

0)(
3cos6)(

2
5,39

0);5,2(
0),0(
0)0,(

3cos6)0,(
9
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=+=

+=

+⋅+++=

+=

=⋅

>⇒≠=⋅=⋅+⋅=Χ

==⋅+⋅−=Χ

+=Χ

∫

∫

∑
∞

=

l

n

l

n

n
n

n

dx
l
xnx

an
b

dx
l
xnx

l
a

x
l

nt
l
anbt

l
anatxu

l
n

l

ClClClCl

CCC

xCxCx

0

0

0

2

1121

221

21

)
2

cos()(2

)
2

cos()(2

1)
2

cos()
2

sin()
2

cos((),(

)1)
2

((

0cos

00,0cossincos)(

00cos0sin)0('

sincos)(

ππφ
π

ππϕ

ππππππ

ππλ

λ

λλλλ

λλλλ

λλ

 

∫∫

∫∫

∫

=⋅=π+⋅⋅=π⋅π⋅=

≠⇒













≠
≠+

π+
≠π

=π
+

⋅π⋅=π+
π

⋅π⋅=

∀=π+
π

⋅
π

=

2
5

0

2
5

0
7

2
5

0

2
5

0

2
5

0

6
2
5

5
12)6cos1(

2
16

5
43cos3cos6

5
4

7
142

1521
5

)21(3

:

,0)
5
21cos(3cos6

5
4

5
2)

2
cos(3cos6

5
4

,0
5

2)
2

cos(0
3

2

dxxxdxxa

n
n

n

xnx

если

xdxnxdxxnxa

ndxxn
n

b

n

n
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Проверка: 

0);5,2(
0),0(

9
3cos9cos816
3cos9cos96

3sin39cos6
0)0,(

3cos99sin6
3cos6)0,(

2

2

=
=

=
π⋅π⋅π⋅−=

π⋅π⋅π⋅−=

π⋅π⋅π−=
=

π⋅π⋅π−=
π⋅=

tu
tu
uu

xtu
xtu

xtu
xu

xtu
xxu

x

xxtt

tt

xx

x

t

t

 

Задача № 14. Решить смешанную задачу. 

[ ]
xtxutx

l
xttttxutx

xx
xx

laa

tu
tu

xxu
xxu

uu

t

xxt

23),(),(

)()()(),(),(

3sin12)(
23)(

2,416

7),2(
3),0(

3sin12)0,(
23)0,(

16

211

2

−−=ν

µ−µ+µ−=ν

ππ=φ
+=ϕ

==⇒=














=
=

ππ=
+=

=

 














=ν
=ν

ππ=ν
=ν

=ν

0),2(
0),0(

3sin12)0,(
0)0,(

16

t
t

xx
x

u

t

xxt
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xxttxu
xttx

dxxxdxx

nxnxеслиxdxnx
n

xdxnx
n

xdx
l
nx

an
b

nxdxnxdx
l
nx

l
a

n

l

n

l

n

233sin12sin),(
3sin12sin),(

1)6cos1(
2
13sin3sin12

46
2

6
2

3,0
2

sin3sin
2
12

2
sin3sin12

4
2sin)(2

,0
2

sin0
2
2sin)(2

2

0

2

0

2

0

2

0

2

0

00

++π⋅π=
π⋅π=ν

=π−=π⋅ππ⋅
π⋅

≠⇒
π

≠π=
π

⋅π
π
π

=

π
⋅ππ

⋅π
=

π
φ

π
=

∀=
π

⋅=
π

ϕ=

∫∫

∫

∫∫

∫∫

 

Проверка: 

xxu
xxu

uu
txu

txu
xtu

xu
tu
tu

t

xxtt

xx

x

tt

t

ππ=
+=

=
π⋅ππ−=

+π⋅ππ=
π⋅ππ−=

π⋅π⋅π=
=
=

3sin12)0,(
23)0,(

16
12sin3sin9

212sin3cos3
3sin12sin)12(

3sin1212cos
7),2(
3),0(

2

2

 

Задача № 15. Решить смешанную задачу для данного не-
однородного волнового уравнения с нулевыми начальными и 
граничными условиями .0),(),0(;0)0,()0,( ==== tutuxuxu t π  













=π=
==

⋅+=

0),(),0(
0)0,()0,(

5sin2cos16
25
1

tutu
xuxu

xtuu

t

xxtt
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Уравнение колебаний струны неоднородное, с однород-
ными граничными и начальными условиями. 

x
l
ndsst

l
ansf

an
ltxu

n

t

n
π

⋅−
π

⋅
π

=∑ ∫
∞

=

sin)(sin)(~),(
1 0

 

55,0sin5sin2cos6

sin5sin2cos32sin),(2)(~

0

00

≠⇒≠=⋅
π

=

=
π
π

⋅⋅
π

=
π

⋅=

∫

∫∫
π

π

nnxxеслиnxdxxs

xdxnxsxdx
l
nsxf

l
sf

l

n

 

=



 +−−−=

=−+++−=−⋅

=
⋅π

π⋅
=

=−⋅
π

=⋅⋅
π

=

∫ ∫

∫∫

π

ππ

t

t

n

tsts

dsstsstsdssts

ss

dxxsxdxxssf

0

0 0

00

)cos()3cos(
3
1

2
3

))2sin()2(sin(
2
3)sin(2cos3

2cos3
2
2cos6

)10cos1(
2
12cos65sin5sin2cos32)(~

xtttxu

tttt

tttt

5sin)cos2cos(),(

cos2coscos
2
42cos

2
4

cos
2
32cos

2
3cos

3
1

2
32cos

3
1

2
3

⋅+−=

+−=+−=

=+−⋅+





−⋅=

 

 
Проверка: 

xtuu

xtxtu
xtxtu

xtxtu
xtxtu

xxtt

xx

x

tt

t

5sin2cos6
25
1

5sincos505sin2cos50
5coscos105cos2cos10

5sincos25sin2cos8
5sinsin25sin2sin4

+=

−=
+⋅−=

−=
⋅−+=
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8. Варианты для выполнения контрольной работы 

Задача № 1. Решить смешанную задачу. 

1. .0),8(),0(;3sin)0,(;2 ==== tutuxxuu xxut π  

2. .0),1(),0(;3sin32sin2)0,(;9 ==+== tutuxxxuu xxut ππ  

3. .0),7(),0(;2sin3)0,(;3 ==== tutuxxuu xxut π  

4. .0),2(),0(;4sin53sin4)0,(;2 ==+== tutuxxxuu xxut ππ  

5. .0),6(),0(;3sin5)0,(;4 ==== tutuxxuu xxut π  

6. .0),5(),0(;2sin7)0,(;5 ==== tutuxxuu xxut π  

7. .0),4(),0(;4sin93sin8)0,(;6 ==+== tutuxxxuu xxut ππ  

8. .0),4(),0(;3sin9)0,(;6 ==== tutuxxuu xxut π  

9. .0),5(),0(;3sin32sin10)0,(;5 ==+== tutuxxxuu xxut ππ  

10. .0),3(),0(;2sin11)0,(;7 ==== tutuxxuu xxut π  

Задача № 2. Решить смешанную задачу. 

1. .0),8(),0(;4cos23cos)0,(;2 ==π+π== tutuxxxuu xxut xx  

2. .0),2(),0(;2cos2)0,(;2 ==π== tutuxxuu xxut xx  

3. .0),7(),0(;4cos43cos3)0,(;3 ==π+π== tutuxxxuu xxut xx  

4. .0),3(),0(;3cos4)0,(;3 ==π== tutuxxuu xxut xx  

5. .0),6(),0(;3cos62cos5)0,(;8 ==π+π== tutuxxxuu xxut xx  

6. .0),5(),0(;4cos83cos7)0,(;4 ==π+π== tutuxxxuu xxut xx  

7. .0),5(),0(;3cos8)0,(;5 ==π== tutuxxuu xxut xx  

8. .0),4(),0(;3cos102cos9)0,(;6 ==π+π== tutuxxxuu xxut xx  

9. .0),6(),0(;2cos10)0,(;6 ==π== tutuxxuu xxut xx  

10. .0),3(),0(;4cos123cos11)0,(;5 ==π+π== tutuxxxuu xxut xx  
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Задача № 3. Решить смешанную задачу. 

1. .0);5,0(,0),0(;5sin19)0,(;2 ==π== tutuxxuu xxut x  
2. .0);5,1(,0),0(;cos8)0,(;5 ==π== tutuxxuu xxut xx  
3. .0);5,2(,0),0(;3sin17)0,(;8 ==π== tutuxxuu xxut x  
4. .0);5,3(,0),0(;9cos6)0,(; ==π== tutuxxuu xxut xx  
5. .0);5,4(,0),0(;3sin15)0,(;4 ==π== tutuxxuu xxut x  
6. .0);5,2(,0),0(;5sin13)0,(;3 ==π== tutuxxuu xxut x  
7. .0);5,1(,0),0(;7cos2)0,(; ==π== tutuxxuu xxut xx  
8. .0);5,0(,0),0(;3sin19)0,(;5 ==π== tutuxxuu xxut x  
9. .0);5,1(,0),0(;5cos8)0,(; ==π== tutuxxuu xxut x  
10. .0);5,2(,0),0(;3sin17)0,(;6 ==π== tutuxxuu xxut x  

Задача № 4. Решить смешанную задачу. 

1. 
.5),2(,1),0(

;312sin5)0,(
;9

=−=
+−π=

=

tutu
xxxu

u xxut
 

 

2. 
.7),3(,2),0(

;323sin6)0,(
;8

−==
−+π=

=

tutu
xxxu

u xxut
 

 

3. 
.1),1(,3),0(

;432sin7)0,(
;7

=−=
+−=

=

tutu
xxxu

u xxut
π  

 

4. 
.6),2(,4),0(

;544sin8)0,(
;6

−==
−+π=

=

tutu
xxxu

u xxut
 

 

5. 
.1),3(,5),0(

;253sin9)0,(
;5

=−=
+−π=

=

tutu
xxxu

u xxut
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6. 
.2),3(,7),0(

;372sin7)0,(
;8

=−=
+−π=

=

tutu
xxxu

u xxut
 

 

7. 
.4),4(,8),0(

;383sin6)0,(
;7

−==
−+π=

=

tutu
xxxu

u xxut
 

 

8. 
.1),2(,9),0(

;594sin5)0,(
;4

=−=
+−π=

=

tutu
xxxu

u xxut
 

 

9. 
.3),3(,9),0(

;495sin4)0,(
;3

−==
−+π=

=

tutu
xxxu

u xxut
 

 

10. 
.2),2(,8),0(

;586sin3)0,(
;2

=−=
+−π=

=

tutu
xxxu

u xxut
 

Задача № 5. Решить смешанную задачу для данного неод-
нородного уравнения теплопроводности с нулевыми начальны-
ми и граничными условиями .0),(,0),0(;0)0,( =π== tutuxu   

1. .3sin2sin5
9
1 xtuu xxt +=  

2. .4sin
16
1 2 xeuu t

xxt
−+=  

3. .2sin3cos10
4
1 xtuu xxt +=  

4. .3sin72 18 xeuu t
xxt

−+=  

5. .4sin3sin10
16
1 xtuu xxt +=  

6. .3sincos2
9
1 xtuu xxt +=  
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7. .4sin83 48 xeuu t
xxt

−+=  

8. .2sin2sin5
4
1 xtuu xxt +=  

9. .3sin3
9
1 4 xeuu t

xxt
−+=  

10. .4sin3cos10
16
1 xtuu xxt +=  

Задача № 6. Решить смешанную задачу. 

1. .0);(),0(;4sin)0,(;2sin2cos5
4
1

=π==+= tutuxxuxtu xxut  

2. .0);(),0(;9sin2)0,(;3sin2sin5
9
1

=π==+= tutuxxuxtu xxut  

3. .0);(),0(;16sin3)0,(;4sin3cos10
16
1

=π==+= tutuxxuxtu xxut  

4. .0);(),0(;16sin4)0,(;5sin3sin10
25
1

=π==+= tutuxxuxtu xxut  

5. .0);(),0(;18sin5)0,(;6sin4cos17
36
1

===+= tutuxxuxtu xxut π  

6. .0);(),0(;6sin7)0,(;3sin5cos26
9
1

===+= tutuxxuxtu xxut π  

7. .0);(),0(;12sin8)0,(;4sin5sin26
16
1

=π==+= tutuxxuxtu xxut  

8. .0);(),0(;20sin9)0,(;5sin6cos37
25
1

=π==+= tutuxxuxtu xxut  

9. .0);(),0(;20sin10)0,(;6sin6sin37
36
1

=π==+= tutuxxuxtu xxut  

10. .0);(),0(;6sin11)0,(;2sin5cos26
4
1

=π==+= tutuxxuxtu xxut  

Задача № 7. Решить смешанную задачу. 

1. 
.4);(,),0(

;312sin)0,(;6sin2sin5
36
1

πππ

π

==

++=+=

tutu

xxxuxtu xxut  
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2. 
.);(,),0(

;26sin2)0,(;2sin2cos5
4
1

πππ

π

=−=

+−=+=

tutu

xxxuxtu xxut  

3. 
.);(,2),0(

;212sin3)0,(;3sin3sin10
9
1

πππ

π

==

−+=+=

tutu

xxxuxtu xxut  

4. 
.);(,2),0(

;28sin4)0,(;4sin3cos10
16
1

πππ

π

−=−=

+−=+=

tutu

xxxuxtu xxut  

5. 
.);(,3),0(

;2315sin5)0,(;5sin4sin17
25
1

πππ

π

==

−+=+=

tutu

xxxuxtu xxut  

6. 
.);(,4),0(

;348sin7)0,(;2sin5sin26
4
1

πππ

π

==

−+=+=

tutu

xxxuxtu xxut  

7. 
.0);(,3),0(

;339sin8)0,(;3sin5cos26
9
1

=−=

+−=+=

tutu

xxxuxtu xxut

ππ

π
 

8. 
.);(,5),0(

;458sin9)0,(;4sin6sin37
16
1

πππ

π

==

−+=+=

tutu

xxxuxtu xxut  

9. 
.);(,5),0(

;4510sin10)0,(;5sin6cos37
25
1

πππ

π

−=−=

+−=+=

tutu

xxxuxtu xxut  

10. 
.);(,),0(

;218sin11)0,(;6sin5sin26
36
1

π−=ππ=

−π+=+=

tutu

xxxuxtu xxut

 
Задача № 8. Найти решение уравнения Лапласа 0=∆u в 

круговом секторе ,10 << r  α<ϕ<0  (r, ϕ  – полярные коор-
динаты, ),2π<α на границе которого искомая функция 

),( ϕru удовлетворяет следующим условиям: 
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1. .0)
3

,()0,(;6sin),1( =
π

=ϕ=ϕ ruruu  

2. .0),()0,(;2cos2),1( =π=ϕ=ϕ ϕϕ ruruu  

3. .0)
6

,(,0)0,(;15cos3),1( =
π

=ϕ=ϕ ϕ ruruu  

4. .0)
4

,(,0)0,(;14sin4),1( =
π

=ϕ=ϕ ϕ ruruu  

5. .0)
3

2,()0,(;3sin5),1( =
π

=ϕ=ϕ ruruu  

6. .0)
4

,(,0)0,(;10cos7),1( =
π

=ϕ=ϕ ϕ ruruu  

7. .0)
2

,(,0)0,(;7sin8),1( =
π

=ϕ=ϕ ϕ ruruu  

8. .0)
4

3,()0,(;4sin9),1( =
π

=ϕ=ϕ ruruu  

9. .0)
4

5,()0,(;4cos10),1( =
π

=ϕ=ϕ ϕϕ ruruu  

10. .0)
2

,(,0)0,(;5cos11),1( =
π

=ϕ=ϕ ϕ ruruu  

 
Задача № 9. Решить задачу Дирихле для уравнения 

Лапласа 0=∆u в круге ,10 <≤ r  π<ϕ≤ 20  (r, ϕ  – полярные 
координаты), на границе которого искомая функция 

),( ϕru имеет следующие значения: 
1. .9cos),1( ϕ=ϕu  
2. .8sin2),1( ϕ=ϕu  
3. .7cos3),1( ϕ=ϕu  
4. .6sin4),1( ϕ=ϕu  
5. .5cos5),1( ϕ=ϕu  
6. .3cos7),1( ϕ=ϕu  
7. .2sin8),1( ϕ=ϕu  
8. .2cos9),1( ϕ=ϕu  
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9. .3sin10),1( ϕ=ϕu  
10. .4cos11),1( ϕ=ϕu  

Задача № 10. Решить смешанную задачу: 

1. 

.0),5(),0(
;0)0,(

;sin)0,(
;81

==
=

π=
=

tutu
xu

xxu
uu

t

xxtt

 

 

2. 

.0),6(),0(
;sin8)0,(

;0)0,(
;64

==
ππ=

=
=

tutu
xxu

xu
uu

t

xxtt

 

 

3. 

.0),4(),0(
;0)0,(

;2sin3)0,(
;49

==
=

π=
=

tutu
xu

xxu
uu

t

xxtt

 

 

4. 

.0),5(),0(
;2sin12)0,(

;0)0,(
;36

==
ππ=

=
=

tutu
xxu

xu
uu

t

xxtt

 

 

5. 

.0),3(),0(
;0)0,(

;3sin5)0,(
;25

==
=

π=
=

tutu
xu

xxu
uu

t

xxtt

 

 

6. 

.0),2(),0(
;0)0,(

;4sin7)0,(
;9

==
=

π=
=

tutu
xu

xxu
uu

t

xxtt
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7. 

.0),3(),0(
;4sin8)0,(

;0)0,(
;4

==
ππ=

=
=

tutu
xxu

xu
uu

t

xxtt

 

 

8. 

.0),1(),0(
;0)0,(

;5sin9)0,(
;

==
=

π=
=

tutu
xu

xxu
uu

t

xxtt

 

 

9. 

.0),3(),0(
;5sin5)0,(

;0)0,(
;

==
π=

=
=

tutu
xxu

xu
uu

t

xxtt

 

 

10.  

.0),2(),0(
;0)0,(

;6sin11)0,(
;4

==
=

π=
=

tutu
xu

xxu
uu

t

xxtt

 

Задача № 11. Решить смешанную задачу: 

1. 

.2sin18)0,(
;sin)0,(

;0),5(),0(
;81

xxu
xxu

tutu
uu

t

xxtt

ππ=
π=

==
=

 

 

2. 

.sin8)0,(
;sin2)0,(

;0),6(),0(
;64

xxu
xxu

tutu
uu

t

xxtt

ππ=
π=
==

=

 

3. 

.3sin21)0,(
;2sin3)0,(
;0),4(),0(

;49

xxu
xxu

tutu
uu

t

xxtt

ππ=
π=
==

=
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4. 

.2sin12)0,(
;2sin4)0,(
;0),5(),0(

;36

xxu
xxu

tutu
uu

t

xxtt

ππ=
π=
==

=

 

 

5. 

.4sin20)0,(
;3sin5)0,(
;0),3(),0(

;25

xxu
xxu

tutu
uu

t

xxtt

ππ=
π=
==

=

 

 

6. 

.5sin15)0,(
;4sin7)0,(
;0),2(),0(

;9

xxu
xxu

tutu
uu

t

xxtt

ππ=
π=
==

=

 

7. 

.4sin8)0,(
;4sin8)0,(
;0),3(),0(

;4

xxu
xxu

tutu
uu

t

xxtt

ππ=
π=
==

=

 

 

8. 

.6sin6)0,(
;5sin9)0,(
;0),1(),0(

;

xxu
xxu

tutu
uu

t

xxtt

ππ=
π=
==

=

 

 

9. 

.5sin5)0,(
;5sin10)0,(
;0),3(),0(

;

xxu
xxu

tutu
uu

t

xxtt

ππ=
π=
==

=

 

10. 

.6sin12)0,(
;6sin11)0,(
;0),2(),0(

;4

xxu
xxu

tutu
uu

t

xxtt

ππ=
π=
==

=
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Задача № 12. Решить смешанную задачу. 

1. .cos8)0,(,0)0,(;0),6(),0(;64 xxuxututuuu txxxxtt ππ=====  

2. .0)0,(,cos2)0,(;0),5(),0(;81 =π==== xuxxututuuu txxxxtt  

3. .2cos12)0,(,0)0,(;0),5(),0(;36 xxuxututuuu txxxxtt ππ=====  

4. .0)0,(,2cos4)0,(;0),4(),0(;49 =π==== xuxxututuuu txxxxtt  

5. .3cos12)0,(,0)0,(;0),4(),0(;16 xxuxututuuu txxxxtt ππ=====  

6. .4cos8)0,(,0)0,(;0),3(),0(;4 xxuxututuuu txxxxtt ππ=====  

7. .0)0,(,4cos8)0,(;0),2(),0(;9 =π==== xuxxututuuu txxxxtt  

8. .5cos5)0,(,0)0,(;0),3(),0(; xxuxututuuu txxxxtt ππ=====  

9. .0)0,(,5cos10)0,(;0),1(),0(; ===== xuxxututuuu txxxxtt π  

10. .6cos18)0,(,0)0,(;0),1(),0(;9 xxuxututuuu txxxxtt ππ=====  

Задача № 13. Решить смешанную задачу: 
1. .0);5,0(,0),0(;0)0,(,9sin)0,(;4 ===π== tutuxuxxuuu xtxxtt  

2. .0);5,0(,0),0(;0)0,(,7cos2)0,(;4 ===π== tutuxuxxuuu xtxxtt  

3. .0);5,1(,0),0(;9sin18)0,(,0)0,(;4 ==ππ=== tutuxxuxuuu xtxxtt  

4. .0);5,1(,0),0(;7cos14)0,(,0)0,(;4 ==ππ=== tutuxxuxuuu xtxxtt  

5. .0);5,2(,0),0(;0)0,(,5sin5)0,(;9 ===π== tutuxuxxuuu xtxxtt  

6. .0);5,3(,0),0(;5sin15)0,(,0)0,(;9 ==ππ=== tutuxxuxuuu xtxxtt  

7. .0);5,3(,0),0(;3cos9)0,(,0)0,(;9 ==ππ=== tutuxxuxuuu xtxxtt  

8. .0);5,4(,0),0(;0)0,(,9sin9)0,(;16 ===π== tutuxuxxuuu xtxxtt  

9. .0);5,4(,0),0(;0)0,(,7cos10)0,(;16 ===π== tutuxuxxuuu xtxxtt  

10. .0);5,0(,0),0(;9sin36)0,(,0)0,(;16 ==ππ=== tutuxxuxuuu txxtt  



44 

Задача № 14. Решить смешанную задачу: 

1. 
.0)0,(

,586sin)0,(;2),2(,8),0(;9
=

+−π==−==

xu
xxxututuuu

t

xxtt  

 

2. 
.4sin12)0,(

,57)0,(;2),1(,7),0(;9
xxu

xxututuuu

t

xxtt

ππ=

−====
 

 

3. 
.0)0,(

,463sin3)0,(;6),3(,6),0(;9
=

+−π==−==

xu
xxxututuuu

t

xxtt  

 

4. 
.454sin12)0,(

,0)0,(;3),2(,5),0(;9
xxxu

xuttuttuuu

t

xxtt

−+ππ=

=−===
 

 

5. 
.0)0,(

,342sin5)0,(;1),1(,4),0(;16
=

+−π=−=−==

xu
xxxututuuu

t

xxtt

 

6. 
.0)0,(

,24sin7)0,(;1),3(,2),0(;16
=

+−π==−==

xu
xxxututuuu

t

xxtt  

 

7. 
.17sin28)0,(

,0)0,(;),2(,),0(;9
xxxu

xuttuttuuu

t

xxtt

−+ππ=

=−===
 

 

8. 
.0)0,(

,213sin9)0,(;3),1(,1),0(;25
=

−−π=−=−==

xu
xxxututuuu

t

xxtt

 

9. 
.4sin20)0,(

,43)0,(;5),2(,3),0(;25
xxu

xxututuuu

t

xxtt

ππ=

−=−===
 

 

10. 
.0)0,(

,653sin11)0,(;1),1(,5),0(;25
=

+−π==−==

xu
xxxututuuu

t

xxtt  
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Задача № 15. Решить смешанную задачу для данного не-
однородного волнового уравнения с нулевыми начальными и 
граничными условиями .0),(),0(;0)0,()0,( =π=== tutuxuxu t  

 
1. .sin65 8 xeuu t

xxtt
−+=  

 

2. .2sin2sin3
4
1 xtuu xxtt +=  

 
3. .8sin8cos16 xtuu xxtt +=  
 

4. .3sin3sin8
9
1 xtuu xxtt +=  

 

5. .4sin50
16
1 7 xeuu t

xxtt
−+=  

 
6. .7sin14cos284 xtuu xxtt +=  
 

7. .6sin3cos8
36
1 xtuu xxtt +=  

 

8. .7sin37
49
1 6 xeuu t

xxtt
−+=  

 

9. .8sin4sin15
64
1 xtuu xxtt +=  

 
10. .6sin18cos369 xtuu xxtt +=  
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