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Расчётно-графическое задание № 1

Тема № 1. Арифметические выражения и условные операторы

Задание

С помощью оператора if определить, находится ли точка на плоскости в замкнутой области. Если находится, то вычислить значение функции f1 (x, y), если нет – то значение функции f2 (x, y). Результаты выдать на экран монитора. Значения x и y ввести с клавиатуры компьютера.

Таблица 1

	№ п/п
	f1 (x, y)
	f2 (x, y)
	Область

	1
	tg (x) + ln (y2)
	exp(sin2 (x)+cos2 (y))
	
[image: image1.emf] 

- 4  

- 4  

4  

0  

y  

x  

x 2  + y 2  = 4  



	2
	sin (x)/(1-cos y))
	exp (arctg (x2 + y2))
	
[image: image2.emf] 
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x = 3 - (y 2 /2)  



	Продолжение табл. 1

	№ п/п
	f1 (x, y)
	f2 (x, y)
	Область

	3
	2x + arctg (y)
	arctg (1/x2 + 1/y2)
	
[image: image3.emf] 
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	4
	ln |x2 + 18y|
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	5
	
[image: image6.wmf]2

10

xy

+


	
[image: image7.wmf]2

y

xe

+


	
[image: image8.emf] 

2  

- 1  

1  

0  

y  

x  

x 2  + y 2  =  1  



	6
	exp (cos (y) + x)
	
[image: image9.wmf]sin()ln

xy

+


	
[image: image10.emf] 

- 3  

- 2  

2  

0  

y  

x  

x 2  +  4/9 y 2  =  4  



	7
	(sin (x) +  tg (y))3
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	Продолжение табл. 1

	№

п/п
	f1 (x, y)
	f2 (x, y)
	Область

	8
	tg (y)/(1 – cos2 (x))
	
[image: image13.wmf]sin()/

xxy


	
[image: image14.wmf] 

-

3

 

2

 

2

 

0

 

y

 

x

 

4x

2

 + y

2

 = 4

 



	9
	exp (x + tg (y))
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	10
	cos [(|x|–|y|)/(xy)]
	cos2(x)/sin(2x+3y)
	
[image: image17.emf] 
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	11
	x2 – tg2 (y)
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	12
	
[image: image20.wmf]sin()

xy


	ln (1/x2 + 1/y2)
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	Продолжение табл. 1

	№

п/п
	f1 (x, y)
	f2 (x, y)
	Область

	13
	x + tg (y)
	ln |x3 + 3xy|
	
[image: image22.emf] 
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	14
	tg (y / sin2 (x))
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	15
	2sin (x) cos (y)
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	16
	tg (x)/ey
	
[image: image27.wmf]3

2

sin(23)

xy

+


	
[image: image28.emf] 

- 2  

- 4  

4  

0  

y  

x  

x 2  + y 2  =  9  



	17
	sin2 (x) + ln |y|
	(x + sin (y))/cos (xy)
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	Продолжение табл. 1

	№

п/п
	f1 (x, y)
	f2 (x, y)
	Область

	18
	ln |y – 3 sin (x)|
	arctg (ex + y2)
	
[image: image30.emf] 
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	19
	ln |arctg (y/x)|
	arctg (1/x2+1/y2)
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	20
	exp[(5x+8y)/(xy)]
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	21
	exp[2sin(x)+cos(y)]
	exp (1/x + 1/y)
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	22
	x sin (y)
	tg (x2 + y2)
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	Окончание табл. 1

	№

п/п
	f1 (x, y)
	f2 (x, y)
	Область

	23
	1/sin (x) +  ln|y|
	x3 + x2y + y3
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	24
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	x2 – 10 sin (xy)
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	25
	e5x + 18 cos (y)
	sin(x2 + y2)/(x2 + y2)
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Тема № 2. Вычисление сумм и произведений

Задание

С помощью оператора цикла for вычислить y. Оператор if в теле цикла не использовать. Значение m и n вводить с клавиатуры. Шаг изменения переменных i и j указывается только в том случае, если он отличается от единицы.
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a – вещественное число, вводимое с клавиатуры.
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Вариант № 11
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 a и b – вещественные числа, вводимые с клавиатуры
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Вариант № 13
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Вариант № 14
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Вариант № 15
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Вариант № 16
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Вариант № 17
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Вариант № 18
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Вариант № 19
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Вариант № 20
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Вариант № 21
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Вариант № 22
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Вариант № 24
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Тема № 3. Ряды

Задание

Определить: 10 членов ряда; абсолютную разность между табличной функцией и суммой ряда. Функцию pow() в программе не применять! Для вычисления члена ряда необходимо использовать рекуррентные соотношения, т.е. выражать последующий член суммы через предыдущий 
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. Выражение для D(n) студент должен найти самостоятельно. Значение x вводить с клавиатуры.

Таблица 2

	Вари-

ант
	Функция
	Ряд
	Общий член
	Область 

допустимых значений x

	1
	2
	3
	4
	5

	1
	sin x
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	2
	cos x
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	4
	ln (1+x)
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	Продолжение табл.2

	1
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	arctg (x)
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	arctg (x)
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	arctg (x)
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	arcctg (x)
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Тема № 4. Матрицы

Краткие теоретические сведения

Многомерные массивы в С++ как таковые не существуют. Например, двумерный массив int mass[2][3] следует рассматривать как массив из двух элементов, каждый из которых является массивом из трёх элементов. В памяти многомерный массив располагается в порядке возрастания самого правого индекса, т.е. mass[0][0], mass[0][1], mass[0][2], mass[1][0], mass[1][1], mass[1][2] Удобно по аналогии рассматривать двумерный массив как матрицу, т.е. массив mass[2][3] есть матрица, состоящая из двух строк и трёх столбцов, элементы этой матрицы в памяти располагаются по строкам.

Доступ к элементам многомерного массива возможен как с помощью индексированных переменных, так и указателей (компилятор всегда реализует доступ к элементам массива с помощью указателей и операции разыменования!). Адрес начала двумерного массива можно определить тремя способами, например, mass[0]= =&mass[0]= =&mass[0][0]. Поэтому доступ, например, к элементу массива mass, расположенному на пересечении первой строки и четвертого столбца, возможен следующим образом: mass[0][3], *(mass[0]+3).  Пусть имеется массив mass[n][m] и необходимо получить доступ к элементу mass[i][j] через указатель - *(mass[0]+i*m+j). Это общее правило, и его полезно запомнить!
Всякая программа на языке С++ представляет собой совокупность функций, выполняющих основную работу по реализации некоторого алгоритма.

Для организации связи между независимыми функциями в языке С++ используется или аппарат формальных/фактических параметров, или набор глобальных либо внешних переменных. Формальными параметрами называются аргументы функции, стоящие в её заголовке и имена которых используются для построения тела функции при её определении.

Список фактических параметров содержит произвольные выражения, разделенные запятыми, значения которых вычисляются в момент обращения к функции и копируются в область её формальных параметров. Таким образом, в языке С++ реализован механизм передачи по значению. Поскольку всякая функция работает лишь с копиями значений своих аргументов, а не с их адресами, никакие изменения значений формальных параметров в теле функции не могут отразиться на значениях фактических параметров. Это, в свою очередь, означает, что аргументы функции являются только носителями  входной информации и не могут быть использованы для передачи результатов её работы в вызывающую функцию.

Для преодоления этого ограничения необходимо использовать указатели в качестве аргументов функций, передавая тем самым числовые значения соответствующих адресов.

Для того чтобы в теле всякой функции можно было обеспечить доступ к массиву, ей достаточно передать адрес его нулевого элемента, причем носителем последнего является для одномерного массива его имя (например, mass), а для двумерного – имя массива[0] (например, mass[0]).

Задание

В предлагаемых вариантах  необходимо написать и протестировать отдельные функции для работы с матрицами, в том числе и функцию печати матрицы. Для организации связи между функциями использовать аппарат формальных/фактических параметров. Доступ к элементам матриц реализовывать с помощью указателей. Предусмотреть заполнение матрицы в функции main() как вручную, так и с помощью датчика случайных чисел. Функция rand() возвращает псевдослучайное целое число из диапазона 0…215-4.

Вариант № 1

Написать и протестировать функцию для перемножения матриц. Перемножение производить по следующим правилам относительно размерности сомножителей: An(mBm(k = Cn(k.

Вариант № 2

Написать и протестировать функцию, которая находит минимальный элемент матрицы, а также номера строки и столбца, на пересечении которых расположен этот элемент.

Вариант № 3

Написать и протестировать функцию, которая находит максимальный элемент матрицы, а также номер строки и столбца, на пересечении которых расположен этот элемент.

Вариант № 4

Написать и протестировать функцию, которая находит произведение ненулевых элементов двух строк матрицы.

Вариант № 5

Написать и протестировать функцию, которая находит сумму элементов двух столбцов матрицы.

Вариант № 6

Написать и протестировать функцию, подсчитывающую количество положительных элементов в матрице и их среднеарифметическое значение.

Вариант № 7

Написать и протестировать функцию для транспонирования матрицы.

Вариант № 8

Написать и протестировать функцию для сложения и вычитания квадратных вещественных матриц и определения следа результирующей матрицы. Одним из формальных параметров должен быть признак вида операции.

Вариант № 9

Написать и протестировать функцию для вычисления суммы всех элементов квадратной матрицы, расположенных над главной диагональю, и их среднеарифметического значения.

Вариант № 10

Написать и протестировать функцию для перестановки двух строк матрицы и определения максимальных элементов в каждой из этих строк.

Вариант № 11

Написать и протестировать функцию для перестановки двух столбцов матрицы и определения минимальных элементов в каждом из этих столбцов.

Вариант № 12

Написать и протестировать функцию для вычисления произведения ненулевых элементов квадратной матрицы, расположенных под главной диагональю, и их среднеарифметического значения.

Вариант № 13

Написать и протестировать функцию, которая из исходной квадратной матрицы формирует диагональную матрицу и определяет сумму её положительных элементов.

Вариант № 14

Написать и протестировать функцию, которая определяет максимальный и минимальный элементы матрицы и меняет их местами. Функция должна возвращать преобразованную матрицу и найденные элементы.

Вариант № 15

Написать и протестировать функцию, которая находит в массиве минимальный по модулю элемент и заменяет им все элементы в нечетных строках.

Вариант № 16

Написать и протестировать функцию для вычисления суммы всех элементов квадратной матрицы, расположенных под главной диагональю, и их среднеарифметического значения.

Вариант № 17

Написать и протестировать функцию, которая определяет номера столбцов и строк, на пересечении которых находится минимальный и максимальный элементы.

Вариант № 18

Написать и протестировать функцию, которая определяет число элементов матрицы больших, меньших и равных нулю.

Вариант № 19

Написать и протестировать функцию, которая определяет максимальный и минимальный элементы матрицы и сумму элементов, расположенных между ними.

Вариант № 20

Написать и протестировать функцию, которая определяет минимальный элемент матрицы и сумму элементов той строки, в которой расположен этот минимальный элемент.

Вариант № 21

Написать и протестировать функцию, которая определяет сумму элементов матрицы, значение которых больше 2,7 и меньше 5,6.

Вариант № 22

Написать и протестировать функцию, которая определяет произведение элементов матрицы, значение которых больше 10,15 или меньше – 3.

Вариант № 23

Написать и протестировать функцию, которая вычисляет сумму элементов квадратной матрицы на побочной диагонали.

Вариант № 24

Написать и протестировать функцию, которая вычисляет максимальный элемент матрицы и находит произведение элементов в столбце, содержащем этот максимальный элемент.

Вариант № 25*

Написать и протестировать функцию, которая вычисляет сумму элементов квадратной матрицы на главной и побочной диагоналях. Элемент, находящийся на пересечении диагоналей, считать один раз (если он существует).

Расчётно-графическое задание № 2

Вычисление определенных интегралов

1. Общие сведения

Задача численного интегрирования функции заключается в вычислении значения определенных интегралов на основании ряда значений подынтегральной функции f(x) в точках x0, x1,… xn–1, xn, которые называются узлами интерполяции. Если f(xi) – значения подынтегральной функции в узлах интерполяции, то
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Сумма, стоящая в правой части выражения (1), называется квадратурной суммой, а само выражение вида (1) – формулой механических квадратур. Для построения квадратурных сумм заданную функцию f(x) заменяют интерполирующим полиномом Pn(x) степени не выше n и принимающим в узлах интерполяции те же значения, что и f(x) , т.е.

Pn(x0)= f(x0)=y0, Pn(x1)= f(x1)=y1,…Pn(xn)= f(xn)=yn.
        (2)

В качестве интерполирующих полиномов чаще всего выбираются полиномы Лагранжа и Лежандра.

2. Квадратурные формулы Ньютона – Котеса

Эти формулы относятся к случаю равноотстоящих узлов интерполяции, т.е при выбранном шаге интерполяции h=(b–a)/n, отрезок [a, b] разбивается с помощью равноотстоящих точек x0=a, xi=x0+ih, (i=1,….,n–1), xn=b на n равных частей.

В качестве интерполирующего полинома берется полином Лагранжа. Квадратурная формула (4.1) при этом принимает вид
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где     
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 – постоянные, называемые коэффициентами Котеса.

Нетрудно убедиться, что
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Формула трапеций 

При n=1 из (4) имеем: H0 =1/2, H1=1/2.

Отсюда: 


[image: image200.wmf]1

0

01

()[()()]

2

h

fxdxfxfx

x

x

=+

ò

.
                  (5)

Выражение (5) – это хорошо известная формула трапеций для приближенного вычисления определенного интеграла.

Если отрезок интегрирования [a, b] достаточно большой, то для вычисления интеграла 
[image: image201.wmf]()
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 необходимо промежуток интегрирования разделить на k равных частей [x0, x1], [x1, x2],…., [xk-1, xk] и к каждой из них применить формулу трапеций. Введя обозначение f(xi)=yi, получим
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где h=(b–a)/(k·n).




  
    (7)






Геометрически формула (6) получается в результате замены графика подынтегральной функции ломаной линией.

Формула Симпсона
При n=2 из (4) получим: H0= 1/6, H1=2/3, H2=1/6.

Так как x2–x0 =2h, то
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Формула (8) носит название формулы Симпсона. Геометрически эта формула получается заменой кривой f(x) параболой , проходящей через три точки f(x0), f(x1) и  f(x2). 

Для вычисления интеграла 
[image: image204.wmf]()

b

a

fxdx

ò

, как и в случае формулы трапеции, промежуток интегрирования [a, b] разбивается на k равных частей и к каждой из этих частей применяется формула Симпсона, т.е. фактически число разбиений равно n·k=2k. Таким образом, в методе Симпсона число разбиений должно быть четным. В результате получим:
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где yi=f(xi),  i=0, 1,…, 2k,  h = (b–a)/2k.

Квадратурная формула Ньютона.

При n=3 из (3) и (4) получим квадратурную формулу Ньютона:
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которая иногда называется «правилом трех восьмых».

 Для распространения правила «трех восьмых» на интеграл 
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 необходимо интервал [a, b] разбить nk=3k равных частей, тогда:
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где yi=f(xi), i=0, 1,…, 3k, h = (b–a)/3k.

Обратите внимание, что число разбиений кратно 3.

Четвертая формула Ньтона-Котеса. 

Если n=4 и интервал [a, b] разбит на 4k равных частей, то
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Формулы Ньютона-Котеса при больших n применяют редко. Обычно отрезок [a, b] разбивают на достаточно малые интервалы и к каждому из них применяют квадратурную формулу с малым n. В табл. 3 приведены значения коэффициентов Котеса для n от 1 до 8 в виде 
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Таблица 3

	n
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	N

	1
	1
	1
	
	
	
	
	
	
	
	2

	2
	1
	4
	1
	
	
	
	
	
	
	6

	3
	1
	3
	3
	1
	
	
	
	
	
	8

	4
	7
	32
	12
	32
	7
	
	
	
	
	90

	5
	19
	75
	50
	50
	75
	19
	
	
	
	288

	6
	41
	216
	27
	272
	27
	216
	41
	
	
	840

	7
	751
	3577
	1323
	2989
	2989
	1323
	3577
	751
	
	17280

	8
	989
	5888
	–928
	10496
	–4540
	10496
	–928
	5888
	989
	28350


На практике при вычислении определенных интегралов по формуле Ньютона-Котеса для любых значений n ( 8 нет необходимости вывода выражений, аналогичных (6), (9), (11) и (12). Следует просто промежуток интегрирования разделить на k равных частей и для каждой части, применив выбранную (заданную) квадратурную формулу, определить её площадь. После суммирования этих площадей Вы и получите значение интеграла. На этом пути Вам придется столкнуться с некоторыми трудностями как на этапе составления алгоритма, так и на этапе его реализации на языке C++. В чем они заключаются?

Пусть n=4, а k=2, т.е. промежуток интегрирования [a, b] делится на две равные части (рис. 1).





Int = 
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Применяя к каждому интегралу квадратурную формулу (3) для n=4, получим:

Int ( 
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Так как Н0=Н4, то

Int ( 
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      Распространим последнее выражение на случай произвольных n и k :
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где j = 1, 2,…, n, 1, 2,…n, 1, 2,…;
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Для реализации выражения (13) на языке C++ необходимо набор коэффициентов 
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 оформить в виде массива, не забывая, что индексы массива начинаются с нуля, а при j = [(i–1)%n]·[Н(i–1)%n)] индексы элементов этого массива будут меняться с нужной периодичностью, т.е. 0, 1, 2, …., n–1, 0, 1, 2, ….,n–1, 0… 

При решении практических задач оценка погрешностей квадратурной формулы Ньютона-Котеса (3) основана на двукратном вычислении интеграла на каждом шаге: вначале с шагом h (int1), а затем с шагом h/2 (int2). Если | int1–int2|<(, где ( - заданная точность вычисления интеграла, то вычисления прекращаются и за искомое значение интеграла берут значение int2. В противном случае надо повторить расчет, увеличив количество разбиений k вдвое (т.е. ещё вдвое уменьшив шаг и т.д.). Такие программы с автоматическим определением шага в литературе называют адаптивными.

3. Квадратурная формула Гаусса

Эта формула получена Гауссом при использовании интерполяционных полиномов Лежандра. Причем узлы интерполяции расположены неравномерно по отрезку интегрирования. Разделив отрезок интегрирования b–a на k равных частей и применив к каждой из них формулу Гаусса для фиксированного n, получим общую формулу Гаусса для вычисления определенного интеграла:
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(14)

где h=(b–a)/k – шаг интегрирования; 
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– i-ая абсцисса j-ого шага интегрирования: x0-a, xj=xj-1+h, j=1, 2,…, k;  
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=xj-1+Xih , i=1, 2,…, n;  Xi, Ai – абсциссы и коэффициенты формулы Гаусса, значения которых для n от 1 до 6 приведены в табл. 4.

Таблица 4

	n
	i
	Xi
	Ai

	1
	1
	0,5
	1,0

	2
	1 2
	0,2113249    0,7886751
	0,5

	3
	1 3

2
	0,1127017    0,8872983

0,5


	0,2777778

0,4444444

	4
	1 4

2 3
	0,0694318    0,9305682

0,3300095    0,6699905
	0,1739274

0,3260726

	5
	1 5

2 4

3


	0,0469101    0,9530899

0,2307653    0,7692347

0,5
	0,1184634

0,2393143

0,2844444

	6
	1 6

2 5

3 4


	0,0337652    0,9662348

0,1693953    0,8306047

0,3806904   0,6193096
	0,0856622

0,1803808

0,2339570


При n =1 квадратурная формула Гаусса (13) принимает самый простой вид:
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(15)

где h=(b–a)/k; x1 = a+0,5h; xj = xj-1 + h ; yj = f(xj).
Выражение (15) носит название обобщенная формула прямоугольников. В этом случае интеграл равен сумме площадей прямоугольников, основания которых равны h, а высоты совпадают со значениями подынтегральной функции на середине элементарных участков интегрирования [xj, xj+1].

При одинаковом числе ординат формула Гаусса дает большую точность, чем другие формулы, но она менее эффективна в методах с автоматическим выбором шага интегрирования. Это объясняется тем, что в формулах Ньютона-Котеса расстояния между узлами интегрирования одинаково и ординаты, вычисленные при шаге h, могут быть использованы и при половинном шаге. В формулах Гаусса это сделать нельзя, так как расстояния между абсциссами не одинаковы.

4. Метод рядов

Если подынтегральная функция f(x) разлагается в степенной ряд 
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, равномерно сходящийся на интервале интегрирования [a, b], то интеграл 
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 может быть рассчитан на основании теоремы об интегрировании числового ряда:
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Если ряд сходится достаточно быстро, то можно приближённо вычислить интеграл с помощью суммы конечного числа членов ряда.
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Выражения для коэффициентов Ck в разложении заданной подынтегральной функции f(x) в степенной ряд можно получить непосредственно или воспользоваться справочной литературой.

При использовании формулы (16) особое внимание следует обратить на задачу оценки погрешности вычисления, которая равна сумме отбрасываемых членов ряда (остатку ряда):
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Наиболее просто оценить остаток знакопеременного ряда с монотонно убывающими по абсолютной величине членами, где он не превышает абсолютной величины первого из отбрасываемых членов на основании теоремы Лейбница. В подобной ситуации вычисление интеграла путём накопления суммы членов ряда прекращается именно тогда, когда модуль очередного члена ряда окажется меньше требуемой погрешности расчёта.

В случае знакопостоянных рядов проблема оценки усложняется. Найти сумму бесконечного числа отбрасываемых членов можно только в том случае, если они представляют собой геометрическую прогрессию вида 
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, где q – знаменатель прогрессии. Если |q|<1, то, очевидно, погрешность вычисления равна сумме членов такого ряда:
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Однако совсем не обязательно, что остаток ряда образует именно геометрическую прогрессию, но иногда можно его члены свести к прогрессии, увеличивая (но не уменьшая) их. Если каждый член такой искусственно полученной прогрессии будет не меньше соответствующего члена ряда, из которого он получен, то следует ожидать, что сумма членов такой прогрессии, найденная по формуле (17), будет не меньше остатка ряда. Подобный искусственно подобранный оценочный ряд называется мажорирующим, а сам процесс – мажорированием.

Покажем, как используются подобные рассуждения на примере вычисления интеграла 
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 с точностью (=10-5. Разложим подынтегральную функцию в степенной ряд:
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Поскольку отрезок интегрирования лежит внутри интервала сходимости (–1, 1), этот ряд можно почленно интегрировать.
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Если ограничиться первыми N членами ряда 
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, то для остатка будем иметь:
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Основная идея последнего преобразования – заменить часть множителей в членах ряда [в данном случае 1/(2k+3)] одинаковой величиной, большей по значению 1/(2N+3), тем самым превращая равенство в неравенство. Из неравенства 
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 при заданной погрешности (N=10-5 можно найти номер N=2, при котором (N=10-5<9.3(10-6.

Рассмотрим более общий случай, при котором подынтегральная функция разлагается в обобщенный степенной ряд 
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 – дробные числа, зависящие от номера k. Вычисляя интеграл в интервале сходимости путем почленного интегрирования, получаем 
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Оценим остаток ряда 
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 убывают. Заменяя их наибольшим значением 
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. Далее в зависимости от конкретного (k ряды сворачивают, используя формулы для суммы бесконечно убывающей геометрической прогрессии.

Пример
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Таким образом, для остатка ряда имеем 
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. Задавая (N, можно найти число N удерживаемых членов, при котором остаток ряда не будет превышать заданную точность.

Задание

Составить программу вычисления определенного интеграла с автоматическим выбором шага интегрирования. Расчет интеграла различными методами, а также расчет подынтегральной и первообразной функции оформить в виде отдельных функций. Допустимую точность вычисления вводить в функции main() с клавиатуры. Функции, рассчитывающие интеграл, кроме значения интеграла должны возвращать и количество обращений к подынтегральной функции. Полученные численным методом значения интегралов необходимо сравнить с их значением, найденным через первообразную функцию.

*Для тех, кто претендует на автоматический зачет.

В программе вычисления интеграла по методу Симпсона изменить программу так, чтобы при вычислении интеграла с удвоенным количеством точек ни одна из ординат не вычислялась дважды.

Таблица 5

	Номер

варианта
	Вычисляемый

Интеграл
	Первообразная

функция
	Метод

вычисления
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	2
	3
	4
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	Формула Симпсона

Формула Гаусса для n=4
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	Формула трапеций

Метод рядов
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	Формула Симпсона

Формула Ньютона-Котеса для n=5

	4
	
[image: image259.wmf]3.0

2

0.1

1

(1)

dx

xx

+

ò


	
[image: image260.wmf]ln

2

1

x

x

+


	Формула Гаусса для n=2

Правило «трех

 восьмых»
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	Формула трапеций

Формула Гаусса для n=6
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	Формула Симпсона

Метод

 рядов
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	Формула Ньютона-Котеса

ля n=4

Формула Гаусса для n=5
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	Формула Гаусса для n=4

Правило трех восьмых»


Продолжение табл. 5

	1
	2
	3
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