[bookmark: _GoBack]

[bookmark: _Toc422682418]
Изм.
Лист
№ докум.
Подпись
Дата
Лист
1

РР.87.34.17.01.ПЗ 


[bookmark: _Toc480979135]2 ОБРАБОТКА КОСВЕННЫХ ИЗМЕРЕНИЙ С  МНОГОКРАТНЫМИ НАБЛЮДЕНИЯМИ

Определение параметра Z = f(х1, х2, х3) проводится с помощью прямых многократных измерений параметров х1, х2, х3, для каждого из которых известны основные метрологические характеристики применяемых средств измерений – пределы измерений (ПИ) и класс точности (КТ).
Требуется:
провести обработку результатов измерений; 
найти суммарную погрешность косвенного измерения параметра Z измерения c доверительной вероятностью Р = 95 %.
Таблица 2.1. − Исходные данные
	[bookmark: _Toc480979136]Измеряемый 
параметр
	Пределы 
измерений
	Класс 
точности
	Вид 
функции

	х1
	15,42; 15,44; 15,46; 15,46; 15,43 
	±25
	0,01
	



	х2
	27,0; 27,4; 27,6; 27,8; 27,5
	0…45
	

	

	х3
	5,13; 5,16; 5,15; 5,14; 5,19
	±15
	0,2/0,15
	



2.1 Определение оценки истинного значения искомого параметра



При ограниченном числе измерений (n  ) оценкой истинного значения физической величины Z, определяемой как функция случайных величин (аргументов), может служить ее значение , полученное после выполнения вычислительных операций со средними арифметическими значениями  аргументов в соответствии с этой функцией.
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Средние арифметические значения параметров хi определяем по формуле

;                                                  (2.1.)

;

;

;

Оценка истинного значения  с учетом вида ее функции 

.

[bookmark: _Toc480979137]2.2 Определение оценки среднеквадратического отклонения искомого параметра

Оценка дисперсии косвенно измеряемой величины Z определяем по формуле:

                                              (2.2)
Оценку среднеквадратического отклонения результата измерения j-го аргумента входящего в формулу (2.2) определяем по формуле:

;                                         (2.3)

;

;

;

Вычислим частные производные и частные погрешности косвенных измерений по каждому параметру хj

;

;

;

;

;

;

Таким образом, оценка СКО косвенного измерения параметра Z, рассчитанное по формуле (2.2), составляет


.
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Доверительную границу случайной погрешности результата косвенного измерения вычисляем по формуле 

.                                                      (2.4)
Эффективное число степеней свободы определяем по формуле 
[image: ]   ,                     (2.5)
где nj – число наблюдений, выполненное при измерении j-го аргумента.
Для удобства расчетов составим таблицу 2.2.
Таблица 2.2 − Вспомогательные расчеты
	Параметр
	[image: ]
	[image: ]
	[image: ]
	[image: ]
	[image: ]
	[image: ]

	[image: ]
	-101,088
	10218,86
	104425209,3
	0,008
	6,4 ∙10-5
	4,096 ∙ 10-9

	[image: ]
	170,5397
	29083,8
	845867686
	0,132664
	0,0176
	0,00030976

	[image: ]
	-11,0296
	121,652
	14799,2517
	0,010295
	0,000106
	1,1236∙ 10-8



.0156
4




87338,8

43669,4


262699,161



,



k
эф










При таком числе степеней свободы для доверительной вероятности              Р = 95 %  интерполяцией данных по таблице 4 (приложение Б) [1] находим                    t0,95 = 2,44. Тогда доверительные границы случайной погрешности 
.55,4
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Доверительные границы неисключенной систематической погрешности результата косвенного измерения θР в случае, если неисключенные систематические погрешности аргументов заданы границами θj, вычисляем по формуле 
[image: ],                                          (2.6)
где k – поправочный коэффициент, определяемый принятой доверительной вероятностью Р и числом m составляющих θj. Его значения приведены в таблице 7.1 [1]. 
В нашем случае, неисключенные систематические погрешности аргументов определяются границами основной погрешности средств измерений.
Так как класс точности всех трех средств измерений указан в виде приведенной погрешности, то в абсолютной форме погрешность средств измерений определяем по формуле




; ; ; 
где хN – нормированное значение, выбираемое в зависимости от шкалы прибора; γi – приведенная погрешность измерения. 
	Для нашего случая

 ;

 ;

;

;
Тогда по формуле (2.6) определим границы неисключенной систематические погрешности 
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2.5 Определение доверительных границ суммарной погрешности результата косвенного измерения

Суммарная погрешность результата косвенного измерения оценивается на основе композиции распределений случайных и неисключенных систематических погрешностей. Формулы для ее расчета в зависимости от соотношения границ неисключенной систематической составляющей и СКО случайной составляющей погрешности приведены в таблице 7.2 [1].
Коэффициент kP определяется по таблице 7.3 [1].

Так как отношение θР/ = 21,12/22,6 = 0,9, то суммарная погрешность результата косвенных измерений будем определять по формуле

∆ = .
Для вероятности Р = 95 % по таблице 7.3 k0,95 = 0,75, тогда 

.
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Систематическую погрешность, возникающую при косвенных измерениях, при отсутствии корреляции между погрешностями аргументов определяем по формуле 

                                          (2.7)
В нашем случае

,
поскольку вторые производные по остальным аргументам равны нулю. Тогда

;


Полученная величина значительно меньше пяти единиц разряда, следующего за последней значащей цифрой погрешности результата. Если эту погрешность учесть путем введения в итог измерения соответствующей поправки, то она все равно пропадает при округлении. Поэтому принимаем                  θ = 0.
Результат косвенного измерения при оценках в виде погрешностей измеряемых величин записываем в виде

 при Р = 95 %, 
после округления

 при Р = 95 %. 
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[bookmark: _Toc480979142]3 ОБРАБОТКА ПРЯМЫХ ИЗМЕРЕНИЙ С МНОГОКРАТНЫМИ НАБЛЮДЕНИЯМИ (БОЛЬШОЕ ЧИСЛО НАБЛЮДЕНИЙ)

При проведении поверки рабочего средства измерений проводили прямые многократные измерения образцовой величины Z  в количестве n = 100 раз. Действительное значение измеряемой величины усиливалось в К раз, поэтому при ее определении требуется корректировка на величину множителя . 
Требуется провести обработку результатов наблюдений:
− определить и исключить систематические погрешности;
− построить укрупненный статистический ряд для исправленных результатов наблюдений;
− определить среднее арифметическое значение, оценку СКО результатов наблюдений  и оценку СКО среднего арифметического;
− проверить результаты измерений на наличие грубых погрешностей и промахов;
− проверить гипотезу о том, что результаты наблюдений принадлежат нормальному распределению;
− определить доверительные границы результата измерения;
− записать результат измерения.
Уровень значимости проверки гипотез принять q = 0,05, доверительные границы при расчете погрешностей Рд = 0,95. 
Исходные данные для расчетов представлены в таблице 3.1, 3.2.
Таблица 3.1 − Исходные данные
	Показатель
	Значения

	Образцовая величина Z
	60

	Погрешность образцовой величины
	±0,07

	Единица измерения
	В

	Множитель к показанию прибора 
	0,6
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Таблица 3.2 − Исходные данные
	Показания прибора при поверке
	Количество повторения показания прибора

	58,2
	6

	58,8
	11

	59,4
	22

	60
	24

	60,6
	21

	61,2
	12

	61,8
	4


Полученные данные располагают в порядке возрастания, т.е. записывается вариационный ряд: 58,2; 58,2; 58,2; 58,2; 58,2; 58,2; 58,8; 58,8; 58,8; 58,8; 58,8; 58,8; 58,8; 58,8; 58,8; 58,8; 58,8; 59,4; 59,4; 59,4; 59,4; 59,4; 59,4; 59,4; 59,4; 59,4; 59,4; 59,4; 59,4; 59,4; 59,4; 59,4; 59,4; 59,4; 59,4; 59,4; 59,4; 59,4; 60; 60; 60; 60; 60; 60; 60; 60; 60; 60; 60;  60; 60; 60; 60; 60; 60; 60; 60; 60; 60; 60; 60; 60; 60,6;  60,6; 60,6; 60,6; 60,6; 60,6; 60,6; 60,6; 60,6; 60,6; 60,6; 60,6; 60,6; 60,6; 60,6; 60,6; 60,6; 60,6; 60,6; 60,6; 60,6; 61,2; 61,2; 61,2; 61,2; 61,2; 61,2; 61,2; 61,2; 61,2; 61,2; 61,2; 61,2; 61,2; 61,8; 61,8; 61,8; 61,8 B.

[bookmark: _Toc480979143]3.1 Определение систематической погрешности

В  общем случае, если известна величина Z, воздействующая на прибор, с точностью в три и более раз превышающей точность самого прибора (например, образцовая, эталонная), то систематическую погрешность определяем по формуле
  [image: ],                                            (3.1)
где [image: ] – среднее арифметическое значение неисправленного ряда наблюдений, Ом.
Среднее арифметическое значение неисправленного ряда наблюдений определяем по формуле
[image: ] ,                                                 (3.2)
В нашем случае значение неисправленного ряда наблюдений:
[image: ] = (58,2  6 + 58,811 + 59,4  22 + 60,0  24 + 60,6 21 + 61,2 12 + 61,8  4)/100 = 59,97 B.
	Тогда систематическая погрешность по формуле (3.1) составит
Δс = 59,97 – 60,0 = –0,03 B.
Систематическая погрешность должна быть исключена из результатов измерений путем введения поправки. Поправка берется равной систематической погрешности с обратным знаком, в нашем случае Δп = 0,03 B.
После введения поправки получается исправленный ряд значений хиi: 
58,23; 58,23; 58,23; 58,23; 58,23; 58,23; 58,83; 58,83; 58,83; 58,83; 58,83; 58,83; 58,83; 58,83; 58,83; 58,83; 58,83; 59,43; 59,43; 59,43; 59,43; 59,43; 59,43; 59,43; 59,43; 59,43; 59,43; 59,43; 59,43; 59,43; 59,43; 59,43; 59,43; 59,43; 59,43; 59,43; 59,43; 59,43; 59,43; 60.03; 60.03; 60.03; 60.03; 60.03; 60.03; 60.03; 60.03; 60.03; 60.03;  60.03; 60.03; 60.03; 60.03; 60.03; 60.03; 60.03; 60.03; 60.03; 60.03; 60.03; 60.03; 60.03; 60.03;  60.63; 60.63; 60.63; 60.63; 60.63; 60.63; 60.63; 60.63; 60.63; 60.63; 60.63; 60.63; 60.63; 60.63; 60.63; 60.63; 60.63; 60.63; 60.63; 60.63; 60.63; 61,23; 61,23; 61,23; 61,23; 61,23; 61,23; 61,23; 61,23; 61,23; 61,23; 61,23; 61,23; 61,83; 61,83; 61,83; 61,83 В.
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Для удобства обработки результатов наблюдений построим укрупненный статистический ряд.
Определяем область изменения признака (размах выборки): 
U =  хmax – хmin ,                                            (3.3)
где хmax и хmin – наибольшее и наименьшее показания прибора при измерениях.
Для нашего примера 
U = 61,83 – 58,23 = 3,6 B.
Число классов (интервалов) укрупненного статистического ряда m определяют по формуле: 
mmin = 0,55 ∙ n 0,4;                                                  (3.4) 
mтах = 1,25 ∙ n 0,4.                                                  (3.5)
В нашем случае число классов укрупненного статистического ряда m: 
mmin = 0,55 ∙ 100 0,4  = 3,47;
mmах = 1,25 ∙ 100 0,4  = 7,88.
Примем m = 7.
Определяем ширину класса (интервал):
,    при условии dm  U.                                  (3.6)m
U
d


Значение  d  округляем в бо́льшую сторону со значащими цифрами, как и у выборки (или в два раза точнее). Тогда:
d = 3,6/7 = 0,51, примем d = 0,6 B.
Строим таблицу укрупненного статистического ряда (табл. 3.3). В первой строке таблицы записываем номера классов укрупненного ряда 1...j…m. Во второй строке располагаем наибольшие и наименьшие значения результатов наблюдений для каждого класса. Наименьшее значение первого класса приравниваем к наименьшему значению  выборки: х1min  хmin (примем х1min = 57,93 B, чтобы величина 58,23 стала серединой класса); наибольшее значение первого класса получается так: х1min+ d = х1max .  Для всех классов последовательность выбора повторяем:  х2min = х1mах  и   х2max = х2min + d; х3min = х2mах  и   х3max = х3min + d;  х4min = х3mах  и   х4max = х4min + d и т.д.
Таблица 3.3 − Параметры статистического ряда, эмпирического 
и теоретического распределений
	Номер класса  m
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	

	Границы
класса
	хj min
	57,93
	58,53
	59,13
	59,73
	60,33
	60,93
	61,53
	–

	
	хj mах
	58,53
	59,13
	59,73
	60,33
	60,93
	61,53
	62,13
	–

	Средняя точка класса  хj
	58,23
	58,83
	59,43
	60,03
	60,63
	61,23
	61,83
	–

	Частота  nj
	6,000
	11,000
	22,000
	24,000
	21,000
	12,000
	4,000
	100,00

	Относительная частота [image: ]
	0,060
	0,110
	0,220
	0,240
	0,210
	0,120
	0,040
	1,00

	(хj  – [image: ])
	-1,77
	-1,17
	-0,57
	0,03
	0,63
	1,23
	1,83
	–

	[image: ] (хj  –[image: ])2
	0,188
	0, 1506
	0,0715
	0,000216
	0,0834
	0,1815
	0,134
	0,809

	Pj
	0,0441
	0,148
	0,2234
	0,3058
	0,1606
	0,1069
	0,0364
	

	Pj ∙ n
	4,41
	14,8
	22,34
	30,58
	16,06
	10,69
	3,64
	

	(nj  – Pj ∙ n)2
	2,5281
	14,44
	0,1156
	43,2964
	24,4036
	1,7161
	0,1296
	

	(nj  – Pj ∙ n)2/ (Pj ∙ n)
	0,5733
	0,9757
	0,0052
	1,4158
	1,5195
	0,1605
	0,0356
	4,68


Частота nj  в j-м классе – это попавшие в интервал хjmin  хi  хjmах значения хi выборки 1 ... i... n.  Для первого класса, исходя из вышеуказанного, х1min  хi  х1mах. В нашем случае из вариационного ряда видно, что в класс 57,93 ...58,53 B шесть раз попадают значения 58,23 В, в класс 58,53... 59,13 одиннадцать раз – 58,83 и т.д. Заполняется четвертая строка таблицы 6.16. При этом сумма частот 
 [image: ].                                                    (3.7)
 В нашем случае:   6 + 11 + 22 + 24 + 21 + 12 + 4 = 100.
Относительную частоту [image: ] записываем в пятой строке таблицы 6.16 и определяем так:       
[image: ],                                                (3.8)
поэтому [image: ].
[bookmark: _Toc480979145]3.3 Определение среднего арифметического значения, оценки СКО результатов наблюдений  и оценки СКО среднего арифметического

Среднее арифметическое значение для укрупненного статистического ряда исправленных наблюдений определяем по формуле:
[image: ].                                  (3.9)
В нашем случае после введения поправки среднее арифметическое для исправленного ряда наблюдений должно быть равно Z:

 (3.10)
Определяем  точечную оценку дисперсии (второго центрального момента выборки): 
[image: ],                                  (3.11)
Для нашего случая, пользуясь таблицей 3.3, имеем
[image: ] (–1,77)2  0,06 + (–1,17)2  0,11 + (–0,57)2  0,22 + 0,032  0,24 
 +0,632  0,21 + 1,232  0,12 + 1,832  0,04 = 0,809 В2.
Точечная оценка СКО определяется по формуле: 
Sх  [image: ].                                                (3.12)
В нашем  случае 
Sх =  = 0,899 В.809
,
0

Точечная оценка СКО среднего арифметического значения  определяется по выражению
[image: ].                                                     (3.13)
Для нашего случая: 
 В.
0899
,
0
100
 899
,  
0


х
S
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Так как число измерений n = 100 > 50, то для проверки результатов измерений на наличие грубых погрешностей применим критерий 3σ [1]. В этом случае считается, что результат, полученный с вероятностью Р = 0,003, маловероятен и его можно квалифицировать как промах, т. е. сомнительный результат должен быть исключен из измерений, если

.                                               (3.14)
 Для этого берем крайние точки выборки и определяются отношения (3.14)
60,0 – 58,23 = 1,77 < 3 · 0,899 = 2,697;
61,83 – 60,0 = 1,83 < 3 · 0,899 = 2,697.
Следовательно, крайние точки выборки не являются грубыми погрешностями.

[bookmark: _Toc480979147]3.5 Проверка гипотезы о том, что результаты наблюдений принадлежат нормальному распределению

Построение эмпирического распределения погрешности. Для  нашего примера, по данным таблицы 3,3, построим гистограмму и полигон для наглядного представления формы закона распределения погрешностей (рис.3.1).[image: ]
[image: ]
Рисунок 3.1  − Распределение погрешностей

Из рисунка 3.1 видно, что форма гистограммы и полигона эмпирического распределения указывает на то, что результаты наблюдений могут быть распределены по нормальному закону.
Проверяют выдвинутую гипотезу о нормальности распределения результатов измерения, используя метод Пирсона. Расхождение между экспериментальной гистограммой и выбранной теоретической кривой в этом методе оценивается с помощью критерий 2 [1]

,                               (3.15)

где Сi − коэффициент весов разрядов, выбранный для усиления веса составляющих с малой вероятностью в виде Сi = п/Рi; − значение вероятности в i-м интервале экспериментальной гистограммы; Рi  − значение вероятности в i-м интервале, определенное по теоретической кривой как площадь под i-м интервалом:

.                                              (3.16)

Мера расхождения  − величина случайная, и плотность вероятности распределения этой величины подчиняется распределению Пирсона при mi > 5 и n →∞ (реально при п > 40).
Заметим, что число степеней свободы здесь k = m − 3, поскольку результаты измерений использованы для вычисления среднего, дисперсии и общей площади под гистограммой.



Задаваясь уровнем значимости q = 1 − Р, по табл. 6.17 [1]  находят значение , соответствующее значению q  или вероятности Р. Если  ≤  , то распределение результатов измерений принимают нормальным и гипотеза о нормальности распределения считается верной. 
Для определения меры расхождения (3.15) необходимо вычислить вероятности

,                                         (3.17)
где хi+1,  хi‒1,  − верхняя и нижняя границы i-го интервала укрупненного статистического ряда (табл.6.16), а Ф(z) находится из табл.1 (см. приложение Б) [1]. 
Для первого интервала (57,93; 58,53) имеем

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Для второго интервала (58,53; 59,13) имеем
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Для третьего интервала (59,13; 59,73) имеем
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Для четвертого интервала (59,73; 60,33) имеем
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Для пятого интервала (60,33; 60,93) имеем
          



1606
,
0
6879
,
0
8485
,
0
0,899
60
60,33
0,899

60
,
60,93
5








Ф
Ф
Р
i

Для шестого интервала (60,93; 61,53) имеем
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Для седьмого интервала (61,53; 62,13) имеем
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Результаты вычислений остальных вероятностей сведены в табл. 3.3.
Подставив соответствующие значения в формулу (3.15), получим расхождение [image: ] = 4,68.
Поскольку число степеней свободы k = 4, то из табл. 6.17 [1] для уровня значимости q = 0,05 или вероятности принятия гипотезы верной Р = 0,95 находим [image: ]=[image: ]= 9,488.
Так как, [image: ] = 4,68 < [image: ]= 9,488, то гипотезу о том, что результаты наблюдений распределены по нормальному закону, можно считать правдоподобной.

[bookmark: _Toc480979148]3.6 Определение доверительных границ погрешностей результата измерения

Сначала определяют границы доверительного интервала случайной погрешности измерений: 
[image: ],                                              (3.18)
где tР  – квантиль распределения.
В нашем примере 
 В.176
,
0
0899
,
0
96
,
1
95
,
0

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





Определяем доверительные границы неисключенной систематической погрешности .
В качестве границ неисключенной систематической погрешности принимаем погрешности изготовления меры  = ± 0,07 В.
Доверительные границы суммарной погрешности результата измерения определяют в зависимости от соотношения: 


если    < 0,8, то границы погрешности результата измерения принимаются равными случайной погрешности, Σ =;

если   > 8, то границы погрешности результата измерения принимаются равными систематической  погрешности, Σ = ;

если 0,8      8, то общую погрешность измерения определяют по формуле
 Σ = K·S,                                                     (3.19)

где К – коэффициент, зависящий  от  соотношения    и  ; S  – оценка суммарного среднего квадратического отклонения  результата измерений; 

;                                                  (3.20) 

.                                                (3.21)

Доверительные границы суммарной погрешности результата измерения зависят от соотношения [image: ]. Для нашего примера  [image: ]= 0,07 / 0,0899 = 0,78, тогда определяем суммарную погрешность результата измерения :

Σ ==0,176 В.
Результат измерения записываем в виде
А = (60,000  0,176) В, при Р = 0,95 %; n = 100.
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