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Цель работы и исходные данные 

Требуется: 
1) Построить эпюру продольных сил; 
2) Из расчета на прочность определить безопасные размеры круглого 

поперечного сечения ступеней стержня; 
3) Построить эпюру нормальных напряжений; 
4) Определить перемещение свободного конца стержня. 

Заданные величины: 
1) Расчетная схема (рисунок 1); 
2) Материал – чугун; 
3) Предел прочности на растяжение ߪвା ൌ 80	МПа, предел прочности на 

сжатие ߪвି ൌ 240	МПа. 
4) Модуль упругости материала ܧ ൌ 1,5 ∙ 10ହ	МПа; 
5) Коэффициент запаса прочности ሾ݊ሿ ൌ 2; 
6) Длины силовых участков 

݈ଵ ൌ 0,7	м; ݈ଶ ൌ 0,4	м; ݈ଷ ൌ 0,8	м; ݈ସ ൌ 1,0	м; 
7) Внешние силовые факторы 

ଵܨ ൌ 20	кН; ଶܨ ൌ 40	кН; ݍ ൌ 80
кН
м
. 

 
Рисунок 1 
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1 Построение эпюры продольных сил 
Эпюра продольных сил строится на основании выражений для 

продольной силы на каждом силовом участке. При составлении выражений 
рассматривается равновесие верхней (незакрепленной) части стержня, что 
позволяет не определять реакции опоры.  

1-й участок (рисунок 2); 0 ൑ ଵݖ ൑ ݈ଵ. 

 
Рисунок 2 

 

෍ܨ௭ ൌ ௭ܰሺݖଵሻ ൅ ݍ ∙ ଵݖ െ ଵܨ ൌ 0; 

௭ܰሺݖଵሻ ൌ െݍ ∙ ଵݖ ൅  ଵܨ
 
– линейная зависимость; значения определяются в двух точках: 

 
௭ܰሺ0ሻ ൌ ଵܨ ൌ 20	кН ൐ 0	 ⟹ растяжение. 

௭ܰሺ݈ଵሻ ൌ െݍ ∙ ݈ଵ ൅ ଵܨ ൌ െ80 ∙ 0,7 ൅ 20 ൌ െ36	кН ൏ 0	 ⟹ сжатие. 
 

2-й участок (рисунок 3); 0 ൑ ଶݖ ൑ ݈ଶ. 

 
Рисунок 3 

 

෍ܨ௭ ൌ ௭ܰሺݖଶሻ ൅ ݍ ∙ ݈ଵ െ ଵܨ ൌ 0; 

௭ܰሺݖଶሻ ൌ െݍ ∙ ݈ଵ ൅ ଵܨ ൌ െ80 ∙ 0,7 ൅ 20 ൌ െ36	кН ൌ ݐݏ݊݋ܿ ൏ 0 ⟹ сжатие. 
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3-й участок (рисунок 4); 0 ൑ ଷݖ ൑ ݈ଷ. 

 
Рисунок 4 

 

෍ܨ௭ ൌ ௭ܰሺݖଷሻ ൅ ݍ ∙ ܮ0,7 െ ଵܨ ൌ 0; 

௭ܰሺݖଷሻ ൌ െݍ ∙ ݈ଵ ൅ ଵܨ ൌ െ80 ∙ 0,7 ൅ 20 ൌ െ36	кН ൌ ݐݏ݊݋ܿ ൏ 0 ⟹ сжатие. 
 
4-й участок (рисунок 5) ; 0 ൑ ସݖ ൑ ݈ସ.  

 
Рисунок 5 

 

෍ܨ௭ ൌ ௭ܰሺݖସሻ ൅ ݍ ∙ ܮ0,7 െ ଵܨ ൅ ଶܨ ൌ 0; 

௭ܰሺݖସሻ ൌ െܨଶ െ ݍ ∙ ݈ଵ ൅ ଵܨ ൌ െ40 െ 80 ∙ 0,7 ൅ 20 ൌ െ76	кН ൏ 0 ⟹ 
⟹ сжатие. 

 
На основании полученных значений строится эпюра продольной силы 

(рисунок 6).  
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2 Определение безопасных размеров круглого поперечного 
сечения ступеней стержня 

Условие прочности при растяжении-сжатии 
 

ା|௠௔௫ߪ| ൌ
| ௭ܰ

ା|௠௔௫
ܣ

൏ ሾߪାሿ ൌ
вାߪ

ሾ݊ሿ
, (1, а) 

௠௔௫|ିߪ| ൌ
| ௭ܰ

ି|௠௔௫
ܣ

൏ ሾିߪሿ ൌ
вିߪ

ሾ݊ሿ
, (1, б) 

 
где |ߪା|௠௔௫ и |ିߪ|௠௔௫ – максимальные по модулю действующие 

растягивающие и сжимающие напряжения соответственно, Па; 
ሾߪାሿ и ሾିߪሿ – допускаемые напряжения на растяжение и сжатие 
соответственно, Па; 
| ௭ܰ

ା|௠௔௫ и | ௭ܰ
ି|௠௔௫ – максимальные по модулю растягивающие и 

сжимающие продольные силы соответственно (на каждой ступени), Н. 
 

Потребные площади силовых участков, м2, из условий прочности: 
 

требܣ
ା ൒

| ௭ܰ
ା|௠௔௫
ሾߪାሿ

; (2, а)

требܣ
ି ൒

| ௭ܰ
ି|௠௔௫
ሾିߪሿ

. (2, б)

 
Допускаемые напряжения (при ߪвା ൌ 80	МПа и ߪвି ൌ 240	МПа): 
 

ሾߪାሿ ൌ
80 ∙ 10଺

2
ൌ 40 ∙ 10଺	Па ൌ 40	МПа; 

ሾିߪሿ ൌ
240 ∙ 10଺

2
ൌ 120 ∙ 10଺	Па ൌ 120	МПа. 

 
 Из эпюры продольных сил для I-ой ступени стержня (участки 1 и 2) 
 
| ௭ܰ

ା|௠௔௫ ൌ 20	кН ൌ 20000	Н;	| ௭ܰ
ି|௠௔௫ ൌ 36	кН ൌ 36000Н. 

  
Тогда 
  

ூ	требܣ
ା ൒

20000
40 ∙ 10଺

ൌ 5 ∙ 10ିସ	мଶ; 

ூ	требܣ
ି ൒

36000
120 ∙ 10଺

ൌ 3 ∙ 10ିସ	мଶ. 
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Для выполнения обоих условий для ступени принимается наибольшая 
расчетная площадь 

 
ூܣ ൌ max൫ܣтреб	ூ

ା , ூ	требܣ
ି ൯ ൌ ூ	требܣ

ା ൌ 5 ∙ 10ିସ	мଶ. 
  

Из эпюры продольных сил для II-ой ступени стержня (участки 3 и 4) 
 
| ௭ܰ

ା|௠௔௫ ൌ 0;	| ௭ܰ
ି|௠௔௫ ൌ 76	кН ൌ 76000Н. 

  
Тогда 
 

ூூ	требܣ
ା ൒ 0; 

ூூ	требܣ
ି ൒

76000
120 ∙ 10଺

ൌ 6,333 ∙ 10ିସ	мଶ. 

  
Для выполнения обоих условий для ступени принимается наибольшая 

расчетная площадь 
 

ூூܣ ൌ max൫ܣтреб	ூூ
ା , ூூ	требܣ

ି ൯ ൌ ூூ	требܣ
ି ൌ 6,333 ∙ 10ିସ	мଶ. 

 
Диаметр ступени, м, вычисляется по формуле: 

 

݀ ൌ ඨ
ܣ4
ߨ
. (3) 

  
Тогда 

݀ூ ൌ ඨ
4 ∙ 5 ∙ 10ିସ

3,14
ൌ 0,0252	м ൌ 25,2	мм; 

݀ூூ ൌ ඨ
4 ∙ 6,333 ∙ 10ିସ

3,14
ൌ 0,0284	м ൌ 28,4	мм. 

 
Таким образом, потребные размеры поперечных сечений определены. 
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3 Определение действующих напряжений  
 
Действующее напряжение определяется по формуле 
 

ߪ ൌ ௭ܰ

ܣ
, (4) 

 
где продольные силы ௭ܰ берутся со своими знаками с эпюры. 
 

1-й участок; 0 ൑ ଵݖ ൑ ݈ଵ. 
 

௭ܰሺݖଵሻ ൌ െݍ ∙ ଵݖ ൅ ଵܣ	;ଵܨ ൌ  .ூܣ

ଵሻݖሺߪ ൌ
െݍ ∙ ଵݖ ൅ ଵܨ

ூܣ
 

 
– линейная зависимость; значения определяются в двух точках: 

 

ሺ0ሻߪ ൌ ௭ܰሺ0ሻ

ூܣ
ൌ

20000
5 ∙ 10ିସ

ൌ 40 ∙ 10଺	Па ൌ 40	МПа; 

ሺ݈ଵሻߪ ൌ
௭ܰሺ݈ଵሻ

ூܣ
ൌ
െ36000
5 ∙ 10ିସ

ൌ െ72 ∙ 10଺	Па ൌ െ72	МПа. 

 
2-й участок; 0 ൑ ଶݖ ൑ ݈ଶ. 
 

௭ܰሺݖଶሻ ൌ െ36	кН ൌ ଶܣ	;ݐݏ݊݋ܿ ൌ  .ூܣ

ଶሻݖሺߪ ൌ
௭ܰሺݖଶሻ

ூܣ
ൌ
െ36000
5 ∙ 10ିସ

ൌ െ72 ∙ 10଺	Па ൌ െ72	МПа ൌ  .ݐݏ݊݋ܿ

 
3-й участок; 0 ൑ ଷݖ ൑ ݈ଷ. 
 

௭ܰሺݖଷሻ ൌ െ36	кН ൌ ଷܣ	;ݐݏ݊݋ܿ ൌ  .ூூܣ

ଷሻݖሺߪ ൌ
௭ܰሺݖଷሻ

ூூܣ
ൌ

െ36000
6,333 ∙ 10ିସ

ൌ െ56,8 ∙ 10଺	Па ൌ െ56,8	МПа ൌ  .ݐݏ݊݋ܿ

 
4-й участок; 0 ൑ ସݖ ൑ ݈ସ. 
 

௭ܰሺݖସሻ ൌ െ76	кН ൌ ସܣ	;ݐݏ݊݋ܿ ൌ  .ூூܣ

ସሻݖሺߪ ൌ
௭ܰሺݖସሻ

ூூܣ
ൌ

െ76000
6,333 ∙ 10ିସ

ൌ െ120 ∙ 10଺	Па ൌ െ120	МПа ൌ  .ݐݏ݊݋ܿ

  
На основании вычисленных значений строится эпюра действующих 

напряжений (рисунок 6).  
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4 Построение эпюры перемещений сечений стержня 
Построение эпюры перемещений начинается от заделки (сечение А-А), 

поскольку заведомо известно 
 

АିАߜ ൌ 0. 
 Перемещение сечения Б-Б 
 

БିБߜ ൌ АିАߜ ൅ ∆݈ସ, 
 
где ∆݈ସ – абсолютное удлинение 4-го силового участка ( ௭ܰሺݖସሻ ൌ  :(ݐݏ݊݋ܿ
 

∆݈ସ ൌ
௭ܰሺݖସሻ ∙ ݈ସ
ூூܣܧ

ൌ
െ76000 ∙ 1,0

1,5 ∙ 10ଵଵ ∙ 6,333 ∙ 10ିସ
ൌ െ8,0 ∙ 10ିସ	м ൌ െ0,8	мм ൏ 0 ⟹ 

 
участок 4 укорачивается. 
 

БିБߜ ൌ 0 െ 8,0 ∙ 10ିସ ൌ െ8,0 ∙ 10ିସ	м ൌ െ0,8	мм ൏ 0 ⟹, 
 
сечение Б-Б перемещается к заделке (вниз). 
 Перемещение сечения В-В 
 

ВିВߜ ൌ БିБߜ ൅ ∆݈ଷ, 
 
где ∆݈ଷ – абсолютное удлинение 3-го силового участка ( ௭ܰሺݖଷሻ ൌ  :(ݐݏ݊݋ܿ
 

∆݈ଷ ൌ
௭ܰሺݖଷሻ ∙ ݈ଷ
ூூܣܧ

ൌ
െ36000 ∙ 0,8

1,5 ∙ 10ଵଵ ∙ 6,333 ∙ 10ିସ
ൌ െ3,03 ∙ 10ିସ	м ൌ 

ൌ െ0,303	мм ൏ 0 ⟹ 
 
участок 3 укорачивается. 
 
ВିВߜ ൌ െ8,0 ∙ 10ିସ െ 3,03 ∙ 10ିସ ൌ െ11,03 ∙ 10ିସ	м ൌ െ1,03	мм ൏ 0 ⟹, 

 
сечение В-В перемещается к заделке (вниз). 
 Перемещение сечения Г-Г 
 

ГିГߜ ൌ ВିВߜ ൅ ∆݈ଶ, 
 
где ∆݈ଶ – абсолютное удлинение 2-го силового участка ( ௭ܰሺݖଶሻ ൌ  :(ݐݏ݊݋ܿ
 

∆݈ଶ ൌ
௭ܰሺݖଶሻ ∙ ݈ଶ
ூܣܧ

ൌ
െ36000 ∙ 0,4

1,5 ∙ 10ଵଵ ∙ 5 ∙ 10ିସ
ൌ െ1,92 ∙ 10ିସ	м ൌ 
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ൌ െ0,192	мм ൏ 0 ⟹ 
 
участок 2 укорачивается. 
 
ГିГߜ ൌ െ11,03 ∙ 10ିସ െ 1,92 ∙ 10ିସ ൌ െ12,95 ∙ 10ିସ	м ൌ െ1,295	мм ൏ 0 ⟹, 

 
сечение Г-Г перемещается к заделке (вниз). 

Перемещение сечения Д-Д 
 

ЕିЕߜ ൌ ГିГߜ ൅ ∆݈ଵ. 
  

При определении удлинений на 1-ом участке ௭ܰሺݖଵሻ ്  и ݐݏ݊݋ܿ
удлинение определяется интегралом 

∆݈ଵ ൌ
1
ூܣܧ

න ௭ܰሺݖଵሻ݀ݖଵ
௟

; 

∆݈ଵ ൌ
1
ூܣܧ

න ሺെݍ ∙ ଵݖ ൅ ଵݖଵሻ݀ܨ
௟భ

଴
ൌ

1
ூܣܧ

ሺെ0,5ݖݍଵ
ଶ ൅ ଵሻݖଵܨ ൌ 

ൌ
1
ଵܣܧ

∙ ሾെ0,5݈ݍଵ
ଶ ൅ ଵ݈ଵሿܨ ൌ

10ଷ

1,5 ∙ 10ଵଵ ∙ 5 ∙ 10ିସ
∙ ሾെ0,5 ∙ 80 ∙ 0,7ଶ ൅ 20 ∙ 0,7ሿ ൌ 

ൌ െ0,75 ∙ 10ିସ	м ൌ െ0,075	мм ൐ 0 ⟹ 
 
участок 1 укорачивается. 
 

ДିДߜ ൌ െ12,95 ∙ 10ିସ െ 0,75 ∙ 10ିସ ൌ െ13,7 ∙ 10ିସ ൌ െ1,37	мм ൏ 0 ⟹ 
 
сечение Д-Д перемещается к заделке (вниз). 

Для построения эпюры нелинейной функции вычисляется перемещение 
в промежуточном сечении Е-Е 

 

ЕିЕߜ ൌ ГିГߜ ൅
1
ூܣܧ

න ௭ܰሺݖଵሻ݀ݖଵ
௟భ

଴,ହ௟భ

. 

 
Удлинение нижней половины участка 1: 

1
ଵܣܧ

න ௭ܰሺݖଵሻ݀ݖଵ
௟భ

଴,ହ௟భ

ൌ
1
ଵܣܧ

∙ ሺെ0,5ݖݍଵ
ଶ ൅ ଵሻฬݖଵܨ

଴,ହ௟భ

௟భ

ൌ 

ൌ
1
ଵܣܧ

∙ ሾሺെ0,5݈ݍଵ
ଶ ൅ ଵ݈ଵሻܨ െ ሺെ0,5ݍ ∙ ሺ0,5݈ଵሻଶ ൅ ଵܨ ∙ 0,5݈ଵሻሿ ൌ 

ൌ
1
ଵܣܧ

∙ ሾെ0,375݈ݍଵ
ଶ ൅ ଵ݈ଵሿܨ0,5 ൌ 
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ൌ
10ଷ

1,5 ∙ 10ଵଵ ∙ 5 ∙ 10ିସ
∙ ሾെ0,375 ∙ 80 ∙ 0,7ଶ ൅ 0,5 ∙ 20 ∙ 0,7ሿ ൌ 

ൌ െ1,03 ∙ 10ିସ	м ൌ െ0,103	мм ൏ 0 ⟹ 
 
нижняя часть участка 1 укорачивается. 
 
ЕିЕߜ ൌ െ12,95 ∙ 10ିସ െ 1,03 ∙ 10ିସ ൌ െ13,98 ∙ 10ିସ ൌ െ1,398	мм ൏ 0 ⟹ 

 
сечение Е-Е перемещается к заделке (вниз). 
 На основании рассчитанных значений строится эпюра перемещений 
сечений стержня (рисунок 6). 
 

 
Рисунок 6 

 
 
 


